Vademecum sull’oscillatore armonico in 1D

L’Hamiltonia dell’oscillatore armonico é

p?  mw?x?
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e Dai teoremi generali sulla particella in una dimensione, possiamo dire che

Lo spettro é limitato inferiormente;
Le energie sono positive;
gli autostati delle enegie sono tutti legati;

Lo spetto é non degenere;

etk W=

n

Poiché [H,II] = 0 gli autostati sono pari o dispari con parita (—1)

e Si possono introdurre le variabili adimensionali

£=7 i=-2
= —. T =
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e imponendo che
[é, ﬂ — il
si ottiene la lunghezza tipica dell’oscillatore armonico
h
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e Allo stesso modo si possono introdurre gli stati continui adimensionali |£)

(€le) =6~ €) =0 (F o)) = (o~ ) = L{ale'),

per cui

€) = Vela).

In questa base gli elementi di 7 sono
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Nel passare dalle variabili originali a quelle adimensionali
1
(z]y) = — (|) .
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e Introduciamo gli operatori di creazione e distruzione (adimensionali)

a—l—aT o a—l—aT
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che soddisfano la regola di commutazione (operatori bosonici)

[a7 aw =1L



e Si definisce l'operatore hermitiano ‘“numero”
n=nl=afa

che soddisfa le relazioni
[n,a] = —a, [n, aT] =al.

e Ricordiamo (vedere note di Metodi I) che gli autovalori di n sono i numeri interi
njn)=nln), n=0,1,2,...

e che
aln) =+vnln-1),
alln)=vn+1jn+1).

e Nei nuovi operatori ’'Hamiltoniana si scrive come
t 1
H=hw (a'a+ 3

quindi [H, n] = 0 ossia
Hn) = En[n),

En:f‘zw(n—i—;).

e Gli elementi di matrice degli operatori di creazione e distruzione sono, nella posizione

lalle!) =a o —o) 5 (5 - 1),

(ﬂﬂf}é@aﬁ;%(j+£;;),

nella posizione adimensionalizzata

" N (-2
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(Elale’) =5 (6 — &) % (f i EZ) ,

(nlafn’) = vVn" + 16,41,
(nlajn’y = Vn/Gp 1.

negli autostati di n

e Evoluzione temporale degli operatori
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e Funzione d’onda dello stato fondamentale

a=—[Ha = —iwa = a(t) = e “a,

af [H,a'] = iwal = al (t) = e *'al.

(€lalo) = / de’ (¢lalé’y (€]0) =
1 ! ! 6 A
- ﬁ/d§5(£—£)<§+ag,>wo(§)—

_ \% (€0 (€) + ¥ (€)) = 0,

ossia
o (€) + 10y () =0

la cui soluzione normalizzata é una funzione gaussiana



e Costruzione ricorsiva degli stati eccitati:

(€lalln) = / de’ (glal €’y (€jn) =

1 0
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Ne deriva la legge di ricorrenza .
Yns1(§) = NACED) (€n (&) — ¥ (£)) -
e Partendo dallo stato fondamentale, il primo stato eccitato &
W1 (€) o 3o (€)
il secondo
V2 (€) o (a28® + ba) ¥ (£)
il terzo

P2 (€) o (as€® + bsé) o (£),

e cosl via. Si vede quindi che la struttura delle funzioni d’onda é la seguente

VY (§) = anPp (§) 67%7

dove P, & un polinomio di grado n. Utilizzando la legge di ricorrenza si ottiene
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)= P (&)e” 7,
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ant1Pni1 (5) e 2 2P,
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ossia,
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n 1Pt (§) = \/ﬁ (26P, (§) — P, (6))
se impongo che

Qp
Qpy] = —F————
T2t

si ottiene
Pn+1(§) ZQan(f)—Pé(f),
che ¢ soddisfatta dai polinomi di Hermite H,, (£¢) con a,, = ——L—. Per cui
Td/2nn!
1 _g2
wn(f)_ T Hn(é-)e 2,
Tiy/27n!

Polinomi di Hermite
e Intervallo: [—o0, 0]
e Funzione peso: w = e

. . 2
e Funzione generatrice: g(t,z) = e~ T2t

e Formula di Rodriguez: H,(z) = (71)”6952 d"_ o

dx™

Ortogonalita: [ dx e Hy, () Hp () = /7200

Ricorrenza: H,,+; = 2zH, —2nH,_;

e Valori espliciti dei primi polinomi:

Hy = 1
H = 2z
Hy, = 42°-2
Hy = 8z3—12z

Hy, = 162* —482% +12



