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Riassunto sul pacchetto gaussiano

Data una distribuzione di probabilitd gaussiana per la posizione di una particella quantistica
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non sono altro che i momenti della g (z). In particolare
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La fase o (z) invece appare nel calcolo dei valori medi delle funzioni di p, vediamo ad esempio
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Nel caso in cui ¢ = const

(p) =0.
Nel caso in cui ¢ = kx

(p) = hk.

Il calcolo delle medie delle potenze di p si pud eseguire in maniera analoga
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Puo essere utile esprimere lo stato nella base degli impulsi eseguendo una trasformata di Fourier della funzione d’onda
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corrispondente anch’essa ad una distribuzione di probabilita gaussiana
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In questa rappresentazione si possono facilmente calcolare i valori medi delle potenze di p come i momenti della
distribuzione
> 2
®) = [ o).
— 00
per cui troviamo di nuovo
(p) = hk.

Si ricava immediatamente la varianza di p che é
h2
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e da questa possiamo verificare la relazione di indeterminazione per posizione/quantita di moto
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Dinamica

Evoluzione nella rappresentazione di Schroedinger

In rappresentazioe di Schroedinger gli operatori non evolvono (ma possono dipendere esplicitamente dal tempo), mentre
gli stati evolvono secondo ’equazione di Schroedinger. Consideriamo un sistema conservativo con H indipendente dal
tempo

o1y () = B (1)
Lo stato evoluto si ottiene applicando allo stato iniziale I'operatore di evoluzione temporale
[ (1) =V (1) [¢(0)),
il quale soddisfa ’equazione differenziale _
hU (t) = HU (t),
con condizione iniziale U (0) = I. La soluzione dell’equazione ¢
U(t)=eint.
e [’operatore di evoluzione temporale é unitario
Ul (1) =€t =U (),
mantiene quindi la normalizzazione e preserva i prodotti scalari
@ @) () = @ (0) [T () U (t) I (0)) = (v (0) [n (0)) .
e Per tempi infinitesimi
Udt) =1 z'%dt.
Quindi H é il generatore infinitesimo delle traslazioni temporali.

e Possiamo scrivere I’evoluzione temporale sfruttando la scomposizione in autostati dell’energia ottenuti come solu-
zione dell’equazione di Schroedinger indipendente dal tempo

H|E,) = E,|E,).
Gli autostati di H sono stati stazionari (evolvono soltanto per un fattore di fase)
|E,) — e #En|E,,) .

Nella base degli autostati di H, lo stato si scrive come

[0 (1) = ca (V) |En),

() = U@ 0) = c(0)e " |E,) =
> en (0) e FE B,

dove i coefficienti dipendono dal tempo




Misura proiettiva

Si consideri un operatore Herminitiano A = At la sua equazione agli autovalori ¢

(A — a,T) [ng) = 0.

Ad ogni autovalore a,, con degenerazione d,,, ¢ associato un autospazio M,, di dimensione d,, e un proiettore su di esso,
dato da

dn
M, = |nk) (nal .
k=1

Se il sistema fisico si trova nello stato ) una misura dell’osservabile associata ad A comporta che:
e [ possibili risultati sono gli autovalori di A.
e La probabilita di ottenere come risultato a,, & pari a p (a,) = (Y|, [Y).

e Dopo la misura lo stato si riduce alla sua proiezione sull’autospazio corrispondente al risultato

) = [¥5) = T [¢h) .

Esercizi svolti a lezione
Esercizio 1. Se due stati sono ortogonali al tempo ¢t = 0 lo saranno anche al tempo ¢ > 07 Discutere il risultato.

Sol: L’evoluzione temporale si ottiene applicando allo stato inizale un’operatore unitario

¥ () =U @) 4 (0)),

per cui se due stati sono inizialmente ortogonali

(1 (0) |42 (0)) =0,

allora lo sono a tutti i tempi
(1 (1) [2 (1)) = (1 (0) [UT (1) U (¢) |2 (0)) = (41 (0) L[z (0)) = (1 (0) |02 (0)) = 0.

Esercizio 2. Consideriamo uno stato quantistico con due stati con Hamiltoniana, nella base |1), |2), data dalla matrice
0 1
fo (0 1),

. . . 41
2. Determinare 'operatore di evoluzione temporale e *#H?,

1. Determinare gli autostati di H.

3. Dato lo stato iniziale |¢) (0) = |1)) e 'osservabile

10
°=(s )

calcolare la probabilita, al tempo ¢ > 0 generico, che una misura di O dia come risultato 2.
Sol:

1. L’Hamiltoniana &
H = hwoo,

quindi ha autovalori F+ = +hwg e autovettori

2

I+ ==7

2. L’opertore di evoluzione ¢
__ iHt

e~ =TIcoswyt — toy sinwpt.




3. L’evoluzione dello stato iniziale ¢&

[ (t) =e”

L’osservabile O ¢ diagonale nella base canonica, per cui la probabilita di ottenere 2 é

iH

" 4 (0)) = coswot |1) — isinwot [2) .

pg = sin? wot.

Esercizio 3. Evoluzione del pacchetto gaussiano. Data la funzione d’onda di una particella libera
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(2m)* Vo
studiarne 1’evoluzione temporale.

Sol: Ricordiamo che nello spazio degli impulsi la funzione d’onda é
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tramite essa possiamo esprimere ’evoluzione temporale
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Il pacchetto rimane gaussiano, il suo picco si sposta con velocita v = % e la varianza aumenta con il quadrato del
tempo.

Esercizio 4. Sia A = AT un operatore osservabile con una base completa di autostati |¢,) con autovalori a,, (n =
0,1,2,...). Uno stato generico normalizzato ¢ dato da

1) = N (3[tp1) — 4i [th2)) ,

con |11) e |ih2) ortonormali. Trovare N e la probabilita Py che una misura di A dia a4, prima nel caso in cui esso non ¢é
degenere e poi nel caso degenere. Esplicitare questi calcoli per il caso |1),) = |¢y).

Sol: La condizione di normalizzazione & 1
(W) =1=IN"25 = |N| = ¢,

quindi N = 5e*® con ¢ arbitrario. La probabilita P, per a4 non degenere &

Py= o2 3 {6alun) — 4 (9ul)

se [tn) = |¢n) allora Py = 0. Nel caso in cui a4 sia degenere, siano {|¢;)} gli autostati ad esso corrispondenti,
allora

Pr= 5 57 B louln) — 4 (o)),
l

se |t,) = |¢n) abbiamo quattro possibilita

1. Se 1,2 ¢ {l} abbiamo ancora P, =0

2. Se solo 1 € {I} allora Py = o
3. Se solo 2 € {I} allora Py = 32

4. Se 1,2 € {l} allora P, =1




Compiti per casa

Esercizio 5. Sia dato un sistema a due livelli con Hamiltoniana

H =" (o) (0] - 1) (1),

avente autoket ortonormali |[0) e |1). Siano dati gli operatori

a=10) (1], a’ = 1) (0|

1. Calcolare

Sol:

[a, aT] ,{a, aT}, [H,a], [H,aT] , a2, (aT)2

Trovare autovalori e autovettori dell’operatore
—gaf
n=a'a.

Esprimere H in termini di n e 1.

Il sistema si trova, al tempo t = 0 nell’autostato di
A=a+al
corrispondente all’autovalore A = 1. Determinare
(A), (A7), (AA%),
in funzione del tempo.

Sia dato 'operatore
B=-i(a—al),

a partire dallo stesso stato iniziale calcolare
(B), (B*), (AB?),

Verificare la relazione di indeterminazione fra A e B.

1. Si ha:
[a,a"] = 10) (0] = 1) {11,
{a,al} =0) (0] + 1) (1] =T,
[H,a] = —hw|0) (1] = —hwa,
[H,af] =[a,H] = - ([H,a]T) = hwa,

a?=af?=0.

Notiamo che da queste risulta
A?=B?=1,

[A,B] = 2i (anr - aTa) =2i(I—2n),
{A,B} =2; (anr + aTa) =2i (I —2n)
2. L’operatore n
n = 1) (1],
ha autovalori |0) e |1) con autovalori corrispondenti Ag =0 e Ay = 1.

3. L’Hamiltoniana si puo esprimere come

H:%(Zn—l).



4. L’operatore

ha autovalori

con autovalori a4 = £1. L’evoluzione di A &

At) = % [H,A], = —iw (a(t) —al (1)) = wB (1),

B(t) = - [H,B], = —w (a(t) + al (1)) = —wA (1),

N

At)=—-w?A(t),

la cui soluzione &
A (t) = A coswt + Bsinwt.

Segue che
(A (t)) = (+]A]+) coswt + (+|B|+) sinwt = coswt,

(A% (1)) (+]AZ%|+) cos® wt 4 (+|B?|+) sin? wt + (+] {A, B} |+) coswt sinwt =

= cos?® wt + sin® wt — 24 cos wt sin wt

Esercizio 6. Data la base ortonormale completa |a), |3),|7) e gli operatori
A =la) (v, B=) {8l
1. Calcolare [A,B].

2. Calcolare (A) e (B) rispetto allo stato

W) =ila) +3[y).
3. A e B sono osservabili?
Sol:
1. Il commutatore &
[A,B] = |a) (4]
2. Valori medi ) 5
(A) = YT (=i{al+3 () le) (vl (Ele) +317)) = ~iq5,
1 y y J—
(B) = W (—i{al +3{y]) [7v) (8] (ila) +3|7)) = 0.

3. No perché non sono hermitiani.
Esercizio 7. L’operatore U = px 4+ xp ¢ Hermitiano? Fornire una stima per il valore minimo del prodotto
(AU?) (Ax?)

Sol: L’operatore ¢ Hermitiano. Si ha
[U,x] = [p,x] x + x[p,x] = —ihx,
quindi

(AU?) (Ax?) > 2 [{x)].

Esercizio 8. Sia |¢) uno stato di singola particella corrispondente alla funzione d’onda

N

Y (z) = (z|Y) = \/ﬁ’

1. Calcolare la normalizzazione N

2. Calcolare il valor medio su questo stato di x e di x>



Sol:

1. Normalizzazione

L= @®ly) = =N arctanz|™ = N7

quindi
1 .
N = —e.
ﬁe

2. Valori medi

/
(0 1+.’E2
‘1/

l—l—x2 -

Esercizio 9. Scrivere la funzione d’onda pitt generale v (z) = |1 ()| €?(®) tale che

)

cost per —a<z<a
¥ (z)] =
altrove

e per la quale valga (p) = 0, calcolare la varianza di x. Scrivere la funzione d’onda nello spazio degli impulsi nel caso
generale e nel caso in cui 0 (z) = 0 e calcolare la varianza di p in quest’ultimo caso.

Sol: Normalizzazione ]
= [ dx 7)|? = 2acost? = 1 = cost = ——.
wloh = [ da ) o
Si ha _
Wit = 55 [ daz =0,

whely) = 5 [ dwa?=2.

—a

Valor medio dell’impulso
Wiply) = [ do (wlo) (alply) =
= i [l @] (540~ bl a) il ()] 40 (0) ) ) =
- —ih/d:v () (5(96-1—&) 5z —a) +ily (@) die(@) _

1 1 1 1 7 @ d
i (2'v§a 2vae 2 ) M (x)>
h

= S (0(a)—0(a) =0

La condizione & quindi che 6 (a) = 0 (—a) . Nella rappresentazione degli autostati dell’impulso

o) = [ do (i) {ol) =
_ 1 ¢ iz ib(a)
oTarh _adxe e .
Sef(x)=0
1 e bz
) = ——F—=[ dze"F =

2Varh J—q
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= h — e h el _
2p\/am Var »p

(WD) = / dp sin? 22

Varianza di p



Esercizio 10. Su di uno stato la misura di una quantitd A da sempre lo stesso valore a. Sullo stesso stato invece la
misura della quantitd B, che ¢ compatibile con A, da il valore b; o b2 in maniera equiprobabile.

1.
2.
3.

Sol:

Lo stato in esame ¢ autostato di A?
Lo stato in esame ¢ autostato di B?

Come si puo esprimere tale stato?

Sia |¢) lo stato in esame. Esso ¢ sicuramente un autostato di A con autovalore a

Alp) =aly),

mentre non é autostato di B. Dal momento che A e B sono compatibili, I’autovalore a deve essere necessariamente
degenere, ossia deve esisere uno spazio ), generato da una base ortonormale {|a,)} tale che ogni suo elemento &
autostato di A con autovalore a. Quindi

Na

|¢> = ch |ak> )
k=1

dove n, é la molteplicitd di a. Non abbiamo invece elementi per dire se gli autovalori b; e by sono degeneri.
Chiamiamo €, e €2, i due autospazi, di dimensioni ny, e ny,, corrispondenti agli autovalori by e by

Blv) =b1|v), V|v) € Uy,

Blu) =ba|u), VIp) € Qu,.

In ciascuna delle intersezioni Q, Ny, € 2, N, ¢ possibile trovare almeno un vettore che ¢ autostato simultaneo
di AeB |7) € QN Qy,, |cz) e i) € Dy N, Con questa scelta ovviamente si ha

Alp)=alp),
Al) = alfi).
Lo stato ha quindi la forma
7) + €' |a)
) = ———F—.
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