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Dinamica

Evoluzione nella rappresentazione di Heisenberg

Nella rappresentazione di Heisenberg sono gli operatori e non gli stati ad evolvere. Applicando un operatore su uno
stato che evolve si ottiene

Aslv(t)g = AsU (1) |v(0)g = [u(t))s = U () [u(0))g,

che, moltiplicando a sinistra per UT (¢), diventa
U (1) AsU (1) o (0)) = [u (0)),
ossia l'azione dell’operatore in rappresentazione di Heisenberg é
Ap(t)=U'(t) AsU (1),
avente come input e output i due stati iniziali indipendenti dal tempo (rappresentazione di Heisenberg degli stati)
Ag (1)) = )
L’equivalenza di queste due rappresentazioni é evidente anche nel calcolo dei valori medi
(As) = (1 (1) | As[ (£)) = (& (0)[UT (1) AsU (1) [ (0)) = (4 (0) | At (1) [ (0)) = (Ar).

Piu in generale, gli operatori potrebbero avere una dipendenza parametrica dal tempo anche in rappresentazione di

Schroedinger, in questo caso
Agt)=UT1)As () U(t).

e L’evoluzione degli operatori ¢ data da

GAn() = UWAsOUM+U (1) As (U@ +U (1) As (1)U
G A (1) = LU0 [H(), As (0] U (1) + U (1) As (U (1)

e Nel caso in cui Ag e H sono indipendenti dal tempo si ottiene

d i

—Ag(t)=-[H,Ayg (t)].
e Notare che se
H,As] =0,
allora
AH (t) - ASa

ossia Ag = Ay & una quantita conservata.

e Data un’Hamiltoniana di singola particella in un potenziale si ha

p
H= v
2m+ (),

[HLx] = = [p,x] =

x| = —i—
2m P, Zmp’

3o

per calcolare
[H,p] = [V (x),p],

possiamo sviluppare in serie di potenze il potenziale
V(x) = Z VX",
n

e notare che il commutatore fra I'impulso e una potenza intera della posizione &

x",p] = x[x"7',p]+[xpx""=
x? [x"7%,p] +x[x,p]x" % + [x,p]x" ! =

= ...=nx""Yh



per cui
[V (x),p] =ihV' (x).

Le equazioni del moto per gli operatori in rappresentazione di Heisenberg sono quindi equivalenti a quelle classiche

. ) P
= — H = —
X h [ i X] m
. )
p=[Hp=-V(x.
e Per i valori medi vale il Teorema di Ehrenfest
d, . _(p
dt () = m

Operatore di parita

Si definisce a partire dall’azione sugli autostati della posizione

H|$> = |—$>7
I}y = / darp () T [2) = / dz'  (2') | ~2')
(2[TIjp) = 1 ().

L’operatore di parita é hermitiano, infatti
@Iy} = [ do' 6" @) ().

M) = [ do'o(@) v (<o) = [ doo(~a)v* (@) = (wIIo).

Inoltre, dalla proprieta

2 =1,
segue che II & unitario
ot =1 =11,
e che ha autovalori
A= =+1,
corrispondenti ad autofunzioni pari e dispari
I |epp) = [¥p)
I Ya) = = |¢a) -
Azione sugli operatori:
A’ =TIAII

(@llixtlly) = (~afxtly) = [ do’ (~alxllls’) b (@) =

= —/dm’x(—x\ -2y () = —/dx’acé(m -2 )y (') =
S

quindi
IIxIl = —x.

{x,1I} =0
MIx21I = IxIIIxII = x>
[x*, 1] =0



(«[TpII|Y) = (—afply) = / ds (~alp| — 59 (s) =

= —ih/ds § (—x+8) (s) =i’ () = — (z|p|y) .

IIpll = —p.
{p,1I} = 0.
[p? 1] =0

Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Studiare per una particella 1D sottoposta a una forza costante le equazioni del moto degli operatori in
rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi.

Sol: Una forza costante F' corrisponde a un’energia potenziale V (x) = —Fx
2
H=Y _px
2m

da cui si ricava ]
. i
X =

[Hv X] =

3o

7

s >

p=— |H,p| =F1
p h[ )p} I

p () =p(0) + 1F1,
PO, ¢ F

t+I—1¢2.
m

x (t) =x(0) + o

Valori medi:

p0), , F
x(t)) = (x(0 t+ —t°.
e (1)) = e (0)) + B2y
Esercizio 2. Studiare per una particella 1D con un’energia potenziale V oc x* le equazioni del moto degli operatori in
rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi. Confrontare con 1’analogo caso classico.

Sol: )
H=2 +xt,

2m
. ) P
= _[H x| =~
X h[ ?X] m7
. )
p=[Hp = —37x°,
Valori medi: J »)
_
dt <X> - m 9
d

— = —3v(x3).
7 (P) v (x*)
Notare che in questo caso, le equazioni per i valori medi differiscono dal caso classico perché <x3> #* (x)3 .

Esercizio 3. Date le due osservabili



Sol:

. Dire se sono compatibili

. Trovarne autovalori e autovettori

A|AL) = ap |A%)
B|B+) = by |B+)

. Partendo dallo stato iniziale

‘w1> = |A+>7

viene misurato A, che risultato si ottiene? Qual ¢ lo stato dopo la misura?

. Successivamente viene misurato B. Che risultati e con quale probabilitd si possono ottenere? Supponendo di

aver ottenuto il risultato by, si misura nuovamente A. Quali sono i possibili risultati e con quale probabilita si
ottengono?

. A partire dallo stato

e} = —= (V2 144) + 14))

calcolare:
<A> ’ <AA2> ’ <B> ) <AB2> :

. Sempre a partire da [i), si effettuano, una di seguito all’altra, le misure di A, B e di nuovo A. Qual é la

probabilita di ottenere come risultato finale a,?

In termini di matrici di Pauli
Oy + 0,

A=ho,, B=h
7 V2

1. Le grandezze non sono compatibili infatti

h2 ' 2
[A,B] = 7 [02,0.] = zﬁay # 0.

2. Entrambe le matrici hanno autovalori ay = by = £h. La matrice A ¢ gia diagonale quindi utilizziamo |A+)
come base canonica. Gli autostati di B sono

|B+) = 4i2\/§ [(1 + \/5) |A+) + |A—>}
IB—) = \/ﬁ [l4+) - (1+v2) |a)].

|A+) = 4;\@ [(1+V2) 1B+) + |B-)]
1A—) = 4i2\[ - 1B+) - (1+v2) |B-)].

3. Una misura di A sullo stato [11) da come risultato a4 con probabilita 1. La misura non cambia lo stato.

Invertendo

4. La misura successiva di B da b+ con probabilita

3+2V2 1
- ,Pb_ = :17 = ———-,
P=rave D)= LN

Supponendo che il risultato della misura sia b, il sistema si proietta nello stato

P(by) =

|B+) = 4+12¢§ [(1+2) 1a+) +14-)],

quindi una misura di A da come risultato a4 con probabilita p; = p e a_ con probabilita p_ = q.



5. Medie

h
<"/}2|A|w2> = §’
(12| A2[¢ho) = 12,
8h?
(2| AA2[iho) = 5
h 1+2v2 V2+4
(2[Blt2) = 7 (12| ((1 + \/5) |A+) — (1 - \@) \A—>) =h 7 h 5
(12 B?|hg) = 12,
h? (9 — 4v/2
(ol A2y = LAV
6. A seguito della prima misura i possibili risultati hanno probabilita
2 1
Pl(a+)—§7 Pl(a*)_ga
con possibili stati finali
1
|A+) = —= [(1 + \/5) |B+) + \Bﬂ}
VAa+2V2
1
|A—) = ————||B+) — (1+V2) |B-)|.
s 120 - (1+V2) 1)
Le probabilita dei possibili risultati della seconda misura sono
3+2v2 1
P b A+ - = = P b A— = =,
(eldt) =p="0Vo, Plbsld) ==

P(b-|A+) =q, P(b-|A-) =p,

Py (b4) = P (b4|A+) Pi (ax) + P (b | A=) Py (a_) = 2211

Py(b_) = P(b_|A+) Py (as) + P (b_|A—) Py (a_) = 24P

Dopo la terza misura si ottiene a4 o a_ con probabilita totale

P(at|B+) =p, P(ay|B=) =q, P(a-|B+) = ¢, P(a_|B=) =p,

P3(ay) = P(ay|B+)Py(by)+ Pay|B—)P2(b) =
2p+q  2tp 20 +patd’)  pP4q’ 4l
Py 3 3
P3(CL,) = P(a7|B+)P2(b+)+P(CL,|B—)P2(Z),)

2p+4q 20+p  Apg+ ¢ +p*  2pg+1
3T TPy T 3 T3

Esercizio 4. Buca infinita (solo iniziato). Data una particella di massa m in una dimensione sottoposta al potenziale

calcolare spettro e autostati dell’Hamiltoniana.

Sol: Per studiare ’equazione di Scroedinger indipendente dal tempo

(;nj +U<z>) ¥ (2) = B (),

i 7i Vi iv Z —=<z<
Notiamo che la funzione d’onda deve essere diversa da zero soltanto per g‘ <z<

o[t~

. In tale regione

,w(w) — Aeikw+Be—ikx



con k = 7”,‘;3’” Inoltre, per simmetria, deve essere A = +B ossia le soluzioni sono di due tipi
e (x) = Acoskuz,

s (z) = Asin k.

Per trovare gli stati legati, imponiano che

ossia

L
k==0
cos ks ,
L
k=—=0
sink
La prima é soddisfatta per
T (25 —1) )
k= —""r—— =1,2,3,...
L ) j 3 ) )
la seconda per
29
k=— j=1,23,....
L ] ) ) K
Le energie sono quindi
m2h? n?
E, = 5 Tz T 1,2,3,...

a1 (z) = \/zcos @x,

2 21y
o (w) =14/ 7 sin %x

Lo stesso problema si poteva studiare nel caso di buca non simmetrica

<x <L
V(x):{o se0 << _

oo altrove

Ovviamente si tratta soltanto di una traslazione di coordinate

P25 () = 1oy (fv - g) = \/zcos (W(sz_l)x - g (2j — 1)) = (-1’ %Sin @x

L [2 . (2mj _ 2 2mg
¢2j+1 (l‘) = ¢2j+1 (a: — 2) = Z Sin (Lx — 71']) — (_1)] \/;Sln T%

data D'arbitrarieta della fase possiamo riassumere il tutto in

On (x) = \/zsin n%x

Compiti per casa

Esercizio 5. Studiare per una particella 1D sottoposta a una forza elastica le equazioni del moto degli operatori in
rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi.

k2
2

Sol: Energia potenziale elastica: V (x) = §x°.



.t

b= [Hp]=—kx
La soluzione dell’equazione del moto ¢ il moto armonico con frequenza w = 4/ %

1
t) = 0 swt + —p (0) sinwt
x (t) = x(0) cosw +mwp()51nw,

p (t) = p (0) coswt — wmx (0) sin wt,

Valori medi:

d, . _ (P
% <X> - Wa
d
By =k (x),
(x(t)) = (x(0)) coswt + <I;n(g)> sinwt,

(p (1)) = (p(0)) coswt — mw (x (0)) sin wt.

Esercizio 6. Studiare I’evoluzione del pacchetto gaussiano per una particella libera in rappresentazione di Heisenberg.
In particolare calcolare, (xg (t)), (pu (t)), (A%xp (1)), (A?pp (t)) e (Ty (t)). Considerare il caso in cui la fase del
pacchetto & ¢ (x) = kx (caso balistico).

Sol: Per una particella libera
2

p
H=—
2m’
e evoluzione degli operatori posizione e quantita di moto &
. i
P = ¢ [HapH] = Oa
h
i

XH_ﬁ[Hva]: [pifaxH] :I)HH’

)
h2m
con condizioni iniziali

pr (0) =p, xg (0) =x.
La soluzione é quindi
pu (t) = p,
xg (t) =x+ Bt.
m

Se inizialmente la funzione d’onda & un pacchetto gaussiano

@)= lal) = e S = e,
)%\ O

la quantita di moto media ¢

o0

(pr) = Wlpa () [) = (Hlpl) = / drg(z)¢ (2).,

— 00

ossia rimane costante nel tempo, come ci si aspetta. Se ¢ (z) = kz allora (py) = hk. Il quadrato della quantita
di moto ¢ anch’esso una quantita conservata e (vedi esercizio sul pacchetto gaussiano)

) 00 2 K2
) = (0 = 0" o2 =1 ([~ deg0) @) + 4
e la varianza non cambia nel tempo. Se ¢ (z) = kz allora <p§{> = h%k? + Uﬁ. La posizione media &
t
(xu) = W @) [¥) = @lx[v) + Wlply) — =

t >
= + —h d !
Zo m / zg(x)¢ (),

— 00



se p (x) = kx si sposta linearmente nel tempo

<XH (t)> =T —+ %t.

Per studiare le fluttuazioni utilizziamo

2 2 —ih 2
X?{(t):X2+Mt+%t2:x2+£t+%t2.
m m m m

Wixply) = —i /Oo dz o* (2) ¥ (2) =

— 00

= h/_o;dmxgp’(:c)g(m)—i;i/oo drzg' (v) =

—00

= ﬁ/jo drxe' (x)g(x) — Zg [zg (2)]>, + Zg _

- h/ dr x¢' (7) g () —1—12,

n? , > 2 [
!
= o +x0+—/ dx xo' (z )+Et </Ood179(17)‘/7 ($)> +402m2t’

~
g
»
—~
~
~
~—
I
~
>
)’:l\?
—~
~
~
~—
—~
~
~
~
Il

2ht h?
o 1 2
_ / dr (2~ 20) ¢ (2) 9 (2) + 3
Se ¢ (x) = kx
2 2 G
(A*x(t)) =0+ 1022
L’energia cinetica media &
2 2 oo 2 2
p h I
Tn =20 = 2 ([T ars@e @) + g
se p(z) = kx
th,Q h2
(T) =

2m  8o2m?2’
notare che essa ¢ diversa da zero anche se k = 0 (fluttuazioni quantistiche). La densita di probabilita della quantita
di moto ¢ (vedi esercizio sul pacchetto gaussiano) &

p) =16 (I = Yo

gli autovalori dell’Hamiltoniana (le energie del sistema) sono

per cui la densita di probabilita dell’energia é

/_dep(p)5<E—> /dpp \/27 /dpp p+F>—

f VE

mo 1 _ 23 (VEmE-nk)?  20%(VEmE+hk)? ) _ag72 —acipE 2,.5 cosh 42°kV2mE ek
‘wwﬁ(e"“")m T

p(E)

_12k2 _ mp cosh DEVZME
= M T e T
0127 T VmE

Op



Esercizio 7. Data l’equazione di Schroedinger per una particella libera 1D

0 m2 92
Zﬁaw (z,t) = —%@w(%t),

1. determinare le condizioni generali che devono soddisfare il modulo e la fase di 1 = p (=, t) (1),

2. Prendendo il caso particolare dell’onda piana 1 = pe!(**=«!) determinare la relazione di dispersione w (k).

Sol: L’equazione di Schroedinger si puo scrivere come

. ) h d ; h i
- - . 9 " -/ 0 _ (o -1/ -0l 1 pl2 0
z(p—l—z@p)e = de:c( +ib'p)e 2m(p +i60"p + 2i0'p" — 6"%p) €,
. h
Zp_ep:_i (,0”+7;9H/)+2i9/,0/—9/2p)7

2m

separando parte reale e immaginaria

épz i (p// —9/20>,

2m
h /
= ——(0"p+20'p) .
p=—5 - (0"p+20p)
Per 'onda piana le equazioni danno luogo alla legge di dispersione
h
w=—FK2.
2m

Esercizio 8. Lo stato 1 (x) ¢ pari al tempo ¢ = 0. Lo sara anche al tempo ¢ > 0? Discutere in quali casi cid accade.

Sol: In generale l’evoluzione non mantiene la parita della funzione d’onda tuttavia se I’Hamiltoniana commuta con
Poperatore di paritd le su autofunzioni possono essere divise in funzioni pari e dispari

Hl¢p) = EY |o7)
H|o)) = By |67) -
Lo stato iniziale puo essere quindi espanso in una combinazione delle sole autofunzioni pari
[0 (t=0)) =) culdh),
n

e in questo caso esso evolve mantenendo la sua parita

(1) = 3 ene= i |gh)

n



