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Densita di corrente 1D (flusso di probabilita)
La densita di probabilita della posizione di una particella ¢ data da
p(x,t) = v (@)%,

la densita di corrente, o flusso di probabilita ¢ definita come

h dip* h d
|

i2m dx

Dall’equazione di Schroedinger si ottiene

o LA dyt i a2y
(e V@@ v

B @ 3 d2/17[}*
o dxz? dz? )’

Oz 2m

d2’¢*

V@) -

per cui é soddisfatta 1’equazione di continuita

In 3D la corrente & definita come

- h h
J= = WV — oVt = StV |

e ’equazione di continuita é

Particelle in 1D

e Il problema generale é

(-aoms + U @) ¥ o) = B ),

kx

e Nel caso di stati non legati consideriamo un’onda incidente da sinistra e?** che viene parzialmente riflessa e

trasmessa da un potenziale. Per cui a sinistra del potenziale si ha
'(/JL (l‘) — ezkac 4 C«Re—zkm,

a destra del potenziale

’(/JR (l’) = CTeiqx
e In un punto di raccordo del potenziale la corrente, data da
_ h L di ho(k (1 - |CR|2) Left
j(z)= w——c.c. = — ) )
m | q|Cr Right
deve mantenersi costante, per cui
k (1 - |cR|2) = qlorf.
La corrente in entrata é
. h
Jr = 7k7
m
quella riflessa
. h
jrn=——k|Cr|*,
m



e quella trasmessa

. h 2
Jr = —4 ‘CT| )
m
quindi il coefficiente di riflessione é
. |Jr 2
R=|=—|= |CR| ’
e il coefficiente di trasmissione ¢ )
- |JT q 2
T=|—|==1C
107l
e per la conservazione del flusso
T+R=1.

Proprieta generali dei sistemi unidimensionali

Consideriamo il problema
(@) + (e=U (@) ¥ (x) =0, (1)
con U (x) funzione limitata inferiormente, continua o discontinua con discontinuita di prima specie e che all’infinito
tende a infinito o a costante.
e Con queste assunzioni, la funzione d’onda e la sua derivata devono essere continue.

e Se il potenziale va a infinito per z finito, qui la derivata puo essere discontinua.

e La funzione d’onda deve essere a un sol valore (si deve associare solo un valore di probabilita a ciascun intorno di

o Le soluzioni di (1) possono essere scelte reali. Supponiamo infatti che 1 sia una funzione complessa che soddisfa
(1). I complesso coniugato dell’equazione (1) &

)" (@) + (e = U (@) 9" () =0,

quindi anche ¢ soddisfa la (1). Possiamo quindi scegliere la soluzione

'(/}r = 1/}1 + 1/);
che é reale.
e Possiamo dividere I’asse reale in due tipi di regione

— Tipo I: in cui e < U (z). Qui
1
>0

ossia la concavita della funzione d’onda é rivolta in direzione opposta all’asse x. Questo significa che nella
regione I ci puo essere al pitt uno zero (nodo) della funzione
— Tipo II: in cui € > U (z). Qui
"
wf < O7

(8

ossia la concavita della funzione d’onda ¢ rivolta versol’asse x. In questa regione ci possono essere pitt nodi
della funzione. Notare che un intervallo esterno di tipo Il pud dar luogo soltanto a un comportamento
oscillante con infiniti zeri oppure ad un andamento asintotico costante diverso da zero.

e I flessi della funzione si incontrano soltanto nei nodi e nei punti di passaggio da una regione I a una regione I1.

e Non esistono soluzioni con energia € < Up;,. Se esistessero, non ci sarebbero mai regioni di tipo II per cui
la funzione d’onda avrebbe una concavita tale per cui la funzione d’onda deve per forza divergere e quindi non
sarebbe normalizzabile.

e Si possono avere stati legati solo se gli intervalli esterni sono di tipo I. Un intervallo esterno di tipo I7 si ha se
U — Uy costante e € > Uy, . In questo caso, asintoticamente si avrebbe

V(@) + (€ = Us) ¥ () = 0,

che da luogo a un andamento periodico.



1"

e Aumentando la zona Il aumenta ’w— , ossia il raggio di curvatura diminuisce e questo favorisce comportamenti

P

oscillanti.

e La funzione d’onda dell’n-simo livello discreto di energia ha n — 1 nodi (zeri). Infatti partendo da € < Upn
imponiamo che la soluzione vada a zero in —oo e che sia positiva. Da quanto detto essa sard una funzione
monotona crescente e quindi non normalizzabile. Aumentando e la funzione iniziera ad divergere piit lentamente
fino a quando € superera U,,;,. Vi saranno quindi due punti di passaggio x1 e x3 nei quali la funzione sviluppera
un flesso, questo diminuira ancor ancor di piti la pendenza della funzione che, per un certo € finira per convergere
anche a oo: questo é il primo stato legato che, per come ¢ stato costruito, non ha nodi. Continuando ad aumentare €,
si sviluppera un nodo nella regione I esterna che perd dara luogo ancora una volta a un comportamento divergente.
Proseguendo, il nodo si spostera nella zona I e da questo momento in poi la coda destra della funzione comincera
nuovamente ad avvicinarsi ad x fino a convergere per un valore €;: il primo stato eccitato. Continuando cosi si
vede che passando al successivo stato eccitato si genenera un nuovo nodo.

e Se I’Hamiltoniana commuta con I'operatore parita (ossia se U (x) = U (—x))
[H,II] = 0,

allora gli autostati sono funzioni pari o dispari. Nel caso di stati legati, essendo non degeneri, la parita é fissata.
Lo stato fondamentale deve essere pari perché non ha nodi. il primo eccitato € dispari e cosi via alternandosi.
Nel caso di stati di diffusione dello spettro continuo, essendo degeneri € possibile costruire autostati di parita non
definita.

Oscillatore armonico 1D

L’Hamiltonia dell’oscillatore armonico é

p2 mw2x2

H=—
2m+ 2

e Dai teoremi generali sulla particella in una dimensione, possiamo dire che

Lo spettro é limitato inferiormente;
Le energie sono positive;
gli autostati delle enegie sono tutti legati;

Lo spetto é non degenere;

A

Poiché [H, II] = 0 gli autostati sono pari o dispari con parita (—1)"

e Si possono introdurre le variabili adimensionali

£=7 i=-1
= —. T =
0’ mwl’
e imponendo che
[5, w} T
si ottiene la lunghezza tipica dell’oscillatore armonico
h
=/ —.
mw

e Allo stesso modo si possono introdurre gli stati continui adimensionali |£)

€le) =06~ €)= (G o)) = 6o ~a') = £Gale),

per cui

€) = Vi)



In questa base gli elementi di 7 sono

EFIE) = = (alpla’) = —iP L5 (0~ o') =
w = 5 lalpla’) = —it7——d (z —2) =
= P~ €)= —il5 (6~ ) =
N dx N dx N
— - d !
Nel passare dalle variabili originali a quelle adimensionali
1
(zv)) = —= (ElY) .

Ve

e Introduciamo gli operatori di creazione e distruzione (adimensionali)

a—l—aJr ~ a—|—aT
x=1 ) é.: ;
V2 V2

hat —a . at —a

= b 7T:Z b
P A V2

che soddisfano la regola di commutazione (operatori bosonici)
[a, aq =1
e Si definisce 'operatore hermitiano “numero”
n=nl=ala

che soddisfa le relazioni
n,a] = —a, [n,al]=a.

e Ricordiamo (vedere note di Metodi I) che gli autovalori di n sono i numeri interi
njn)=nln), n=0,1,2,...

e che

aln) = viln— 1),
aln) =vn+1jn+1).

e Nei nuovi operatori 'Hamiltoniana si scrive come
.’. 1
H=/w(a'a+ 3 )

quindi [H, n] = 0 ossia
Hn) = En[n),

1
ErL:hw<n+2>

e Gli elementi di matrice degli operatori di creazione e distruzione sono, nella posizione

(walle') =8 (o~ ) o5 (- 57 ).

(z|alz’) = 6 (x — 2") % (‘z + zé) :



nella posizione adimensionalizzata

Ny (e O
(lalle) =506~ €) 5 (6= 55 )
0
(lale) = a6~ €) 55 (64 70 ).

(nla’|n’) = V' + 18,541,
(nlaln’y = Vn'6p 1.

negli autostati di n

e Evoluzione temporale degli operatori

= ﬁ [H a] = —iwa = a(t) = e “a,

al = % [H,aT] = jwal = al (t) = e"™“al.

e Funzione d’onda dello stato fondamentale

(lalo) = [ de’ clale’) €10) =

= \z/dg’a(gf’) <§+a€,)¢o(§)

:%@MHW@%

ossia
o (€) + 1 (€) = 0,

la cui soluzione normalizzata é una funzione gaussiana

e Costruzione ricorsiva degli stati eccitati:

<m%>:/wgmw@w:

_ %/dﬁ’é(&—f') (g—af,)wn@)—

1 /
Y (§n (&) — 97, (£)) -

Ne deriva la legge di ricorrenza .

2(n+1)
e Partendo dallo stato fondamentale, il primo stato eccitato &

1 (§) o< €xo (€)
il secondo
V2 (€) o (@28 + b2) o (€),
il terzo
V2 (€) o< (as€® + bs€) 1o (),

e cosl via. Si vede quindi che la struttura delle funzioni d’onda ¢ la seguente

52

Yn (§) = anbp (§) e 7,

dove P, ¢ un polinomio di grado n. Utilizzando la legge di ricorrenza si ottiene

nt1 Pt (5)6—§ = m (26P, () — P, (6)) e_éa



ossia

«@
Qni1 Py = — (%P, (&) - P, ,
+1Pnt1 (§) D (26P, (€) (&)
se impongo che
o
Qpi1 = ——
BNy ey
si ottiene
Pn+1(§) :25Pn(£)_P7/L(§)7
che ¢ soddisfatta dai polinomi di Hermite H,, (¢) con a,, = ————. Per cui
TA/2nn!
1 _£
7/%(5): T Hn(f)e 2,
w14/2"n!

Polinomi di Hermite
e Intervallo: [—o0, 0]

. 2
e Funzione peso: w =e77*

. . — 2
e Funzione generatrice: g(t,r) = =t T22¢

e Formula di Rodriguez: H,(z) = (—1)”69”2%6_1’2
e Ortogonalita: [%_dx e*Ian(x)Hm(x) = /m2"n!0,, m

e Ricorrenza: Hy, 1 =2xH, —2nH,_

e Valori espliciti dei primi polinomi:

Hy = 1
H, = 2

Hy, = 42°-2

H; = 8z3—12z

Hy, = 162" —482% +12

Valori medi su autostati dell’oscillatore armonico

(n|x*n) = % (n| (aJr + a)2 [n) = % (n| (aTa—|— aaT) |n)y =
= %<n| 2n+1)|n) = %(271—6—1)

(n)x*|n) = % (n| (aT + 3)4 In) = % (n| (aTzaz +ataala + ata?al + aaaal + aa?a + aQaTQ) In) =
= §<n| (aT (aaf —1)a+n*+2n(1+n)+ (1+n)2+a(1+n)aT> In) =
= §<n| (2n2 *n+2n(1+n)+2(1+n)2+(1+n)> In) =

3ffi4<”| (2n2+2n+1) [n)y = 3[%4 (2n2+2n+1).

A (x2)? = (nfx"|n) — (n|x®[n)” = % (6n2 +6n+3—2n% — 1 — dn) = g (20 £ n+ 1)

h? 2 h?
(lp?m) = 1l (8~ a)” o) = 2 ] (a'a + mal) ) =
K2 h?



(<) (p?) = - Cn 1)

Kt 4 I 2
2 2 2
(lp?ln) = 7z {nl (2l —a) In) = 1 (nl (aF? +a% ~T—20)° o) =
4
= 4@4 (n| (aT?a® + a%a’? + I+ 4n + 4n?) |n) =
h4

= m <”|( (aaT—1)a+a(1+n)af+1+4n+4n2) [n) =

h4 h4
= il (3T + 6n + 6n°) [n) = i (2n® +2n+1).
2 ﬁ4
A (p2) = (n|p*n) — <n|p2‘n> = o (2n +n+ 1)
4
A () AP =T (20 1)’

Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Data la buca di potenziale infinita simmetrica di larghezza L e partendo dallo stato fondamentale, rimuovere
il potenziale e studiare I’evoluzione della funzione d’onda.

(2.t = 0) = {\/gcosz:r lz| <

0 || >

Sol: La funzione d’onda iniziale &

[t~ ot

2
nello spazio dei momenti

. cos kL
ik APV 2
m/gd” e = AV oy

w / dk e —1kr ) —1 ’;‘,’fj
nk2

o (k,t) = ¢ (k) e~V ot

L’impulso ¢ una costante del moto, quindi nel tempo i suoi momenti non evolvono

<p2>:h/w dk |6 ()2 k=0,

¢ (k)

2 2 [ 2,2 2 OO o, cos’kg
<p>:ﬁ dk |¢ (k)" k* = 167h°L dk k* ————— < o0.
e e (k2L? — 7r2)2
Del resto 2
(p?) = (@ (2.t = 0) [P*[¥ (2, = 0)) = 2mEy = 757
Esercizio 2. Potenziale a . Data una particella di massa m in una dimensione sottoposta al potenziale

U(z) = g6 (x)
calcolare spettro e autostati dell’lHamiltoniana per valori di g negativi e positivi.
Sol: Assumendo la continuita della funzione d’onda, nel caso di potenziale a § la derivata prima € in generale discontinua,
infatti integrando in un intorno di z =0
2

I @y =g [ aws@e@)+E [ dne @),

2m —e —€ —€

mandando € a zero si ottiene 5
_ mg
¢ (0) 0! (07) = 20y 0).

Dividiamo lo spazio in due intervalli: I per x <0 e I per x > 0



e Caso g <0 e E < 0. Ci sono stati legati, indichiamo k = /=27£
wI = Aekxa
Y1 = Be M.

Per la continuita della 1

Y1 (0) =417 (0) = A= B,

mentre la condizione sulla derivata prima da

2mg mg
010) = iy (0) = =224 (0) = kA = -0 4
ossia esiste un solo stato legato con energia
g Mo
2hn2’

e funzione d’onda

0 0)= /7 (6=

2mE

e Caso g <0 e E > 0. Stati di scattering k = s

R 0 () 6”;291> .

ikx —ikx
1/’1 =e€ + CRG )

Vi = CTeikm-

Le condizioni al raccordo sono

1/1](0) =Yrr (0) =14 Cgr =Cr,

2mg . ) k29
05 (0) = %1 (0) = Z50(0) = ik (1 = C) = (Zk_ £9) e,
ikg 2F
1=(1+29 __ 25
( +2E>CT:CT 2F — ikg
ikg
—Cr_1=_"9
On=Cr 2F — ikg
4FE? 1
T=|C ’ = = PR
1
2
R=ICrl" = 3pm
mg2

Notare che torna con il caso limite della buca di potenziale.

e Caso g > 0e E > 0. Il problema ¢ analogo a quello precedente ma con g positiva, i coefficienti di trasmissione

e riflessione rimangono inalterati.

Esercizio 3. Un oscillatore armonico di frequenza w si trova in uno stato in cui una misura di energia puo fornire solo i
valori Ey (stato fondamentale) ed E; (primo stato eccitato) in maniera equiprobabile. Inoltre il valor medio dell’impulso

al tempot =0 ¢

dove ¢ ¢ la lunghezza fondamentale dell’oscillatore armonico.
1. Determinare 'insieme di stati che soddisfino tali condizioni.

2. 1l sistema evolve fino al tempo t* per cui (x(t*)) =
determinare con che probabilita si ottiene il valore %hw

(x (0)).

A questo tempo si esegue una misura di energia,

3. Determinare I’evoluzione temporale del sistema dopo la misura.



Sol: Lo stato ha la forma 0) ,¢| >
) 0) +¢e*? |1

0 = e'¥ —_— .

oy = (P

N
02

Sfruttiamo la condizione ulteriore data

(aT — a) [ (0)) = ZL (e—mﬁ _ ei¢) __n

(PO) = @O i NG

quindi
sing =1,

condizione che si verifica soltanto se ¢ = 7, ossia

Al tempo iniziale

L’evoluzione temporale dello stato é

—iZot L —iELt :—iwt
e ' |0) +ie " |1) :ei(¢+%t)‘0>+ze 1)

¥ (8) = e 5 7 ,

(x (1)) = (& (8) |j§ (af +a) i (1)) = 235 (

Tale valor medio si annulla di nuovo per t* = Z ed in questo istante lo stato ¢

i(p+3) 100 = 7[1)
&

12
= —sinwt.

V2

Z-e—zwt s zwt)

[ (7)) = e

La probabilita di misurare ’energia F &
1
p(E1) = 9"

Dopo la misura lo stato evolve soltanto per un fattore di fase globale

[ (t > %)) o< e P39 |1) .

Compiti per casa

Esercizio 4. La probabilita di trovare una particella in una dimensione nell’intervallo [—a/2,a/2] é costante, mentre
la probabilita di trovare tale particella in qualsiasi punto all’esterno di tale intervallo é nulla. La corrente associata alla
particella é nulla. Quale é la densita di probabilita di trovare la particella con impulso p?

Sol: La funzione d’onda ha la forma

con

p(ac):{\}a |z|<%

0 altrove

La corrente é 5 5
—Sp(p' +ib'p)] = —0'p* =0,
m m

<
&
~—
I
\

2
1
<

*
2
—_
Il

quindi
0 (z) = cost = a.
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Nella rappresentazione della quantita di moto

wle
D"E

;pz eia )
dz YR = dre™"
vle V2rha / a

¢(p) = F/

/ h sin
_ ez 2h ,
Ta p

6 (p)° =

2

quindi

2 ap
2h sin 5

Ta  p>

Esercizio 5. Una particella di massa m € vincolata su di un segmento unidimensionale di lunghezza L. Al tempo ¢t = 0
si trova in uno stato

1 T . T s
z) = — (sin —x + 2¢% sin —z cos —x)
v (@) VL ( L L L
1. Determinare la corrente associata in funzione di 6.
2. Determinare la probabilita di ottenere in una misura l’energia dello stato fondamentale F;.

3. Determinare ’evoluzione temporale dello stato.

Sol: La corrente &

h dvy
1 = — * L =
i@ = sl
h ) )
L;TTn% [(sin %x + e sin Q%x) (cos %x + 26" cos Q%x)} =
R . )
= ﬁ% {2619 sin %x cos 2%:10 +e " sin 2%:10 cos %x} =
h
= L;;n sin 0 (2 sin %x cos 2%1‘ — sin 2%3} cos %x) =
h
= L;?Tn sin (2 sin %m cos? %x — 25sin? %x — 2sin %x cos? %m) =
2k
= 7L2777T1 sin 0 sin® %x
Lo stato é una combinazione dei primi due autostati
gy = 1 +e”2)
V2o
quindi
1
P1 - 5
Le energie del sistema sono
m2h2 n?
"9 L2y
qunidi I'evoluzione dello stato é
iy —i2 27t g —i3Toh g g
e '2LZm 1> +e e’ ‘2> |1> +e 2L2m et |2>

¥ (8) =

V2 > V2

Esercizio 6. Impostare il seguente problema. Un fascio di particelle incide sulla barriera mostrata in figura. Quando
E > 2V

1. Scrivere la forma generale delle funzioni d’onda nelle diverse regioni spaziali

2. Determinare le correnti incidenti, riflesse e trasmesse ed esprimere i coefficienti di riflessione e trasmissione



V(x)

2Vo
Vo

Sol: La soluzione di
2m

V(@) = 25 (V (@) - B)u(a),

per E > 2Vj non & normalizzabile e ha la forma

eiklz +Ae—ik1m T < 0
Y (x) = { Betk2® 4 Ceh22 0 <z < L

Detks® x>1L
con k1 = 1/2’;;—2E, ko = 4/ w, ks = \/W. Le condizioni di raccordo sono
1+4A = B+C
Bei(szktg)L + Cefi(k?QJrk)g)L — D
k
1-A = 2(B-0)
k1
Beilka—ka)L _ cg—ilhatks)L @D
ko

La corrente ¢
B(1-147)  z<0
i@)=— 1k |B|2—|0|2) O<z<L
ks |D|? z>1L

dalla quale si ricavano le correnti incidente, riflessa e trasmessa

) h
Ji = 7]617
m

. h
Jr=——k |A|2 )
m

. h
ji = ——ks | D|?,
m

corrispondenti ai coefficienti

R= || =apP,
j k
7= =% p>.
Ji ky
Determiniamo le costanti )
B = (kg + k) e ‘k2=ka)lp
2]62 ( 2 + 3)6 )
1 .
C = —— (kg — k3) e'kztka)l p
2ko

D ) ) )
L A= o (e o+ kg) e 0L (y — o) b hE]
2

D ) )
l-A=o [(kz + ky) et k2Rl (g, — k) el<k2+ks>L} ,

11



4k ko

(k1ko + k1ks + k3 + koks) e=#(k2=Fka)L 4 (ky ko — kyks — k3 + koks) et(katks)L -
4

(1+\/%—2%0 +\/E—EVO +\/E—Ezvo)€_i(k2—k3)L+ (1_\/%—2&? _\/E—Evo +\/E—E2Vo>ei(k2+k3)l/

14 kj _ @ _ @ e~ ilka=ks)L 4 (1 _ E + @ — @ etlkatka)L| —
ky ki Ry

D

4

D E -2V, \/EVO \/E2Vo i(ka—ks) L
— 1 _ _ (k2 3

1 ( +\/E—v0 E )€ +

D 1_\/E—2V0+\/E—Vo_\/E—2VO ilkatha)L
4 E-Vy E E

_|_
<1+ \/%12%0 _ \/EEVO _ \/EEQVO) e—i(ka—ka)L | <1 _ \/%12%0 i \/EEVD _ \/EEQVO) pilka+ks)L

E-2v, +\/E—EVO _|_\/E—E2Vo>e—i(k2—k3)L+ <1_\/EE—_2‘>;'0 _\/E—EVQ +\/E—E2Vo)€i(k2+k3)L
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