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Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Una particella di massa m si muove in una dimensione. Essa ¢ soggetta ad una forza costante diretta nel

verso positivo dell’asse x. Usando il formalismo di Heisenberg determinare se I'impulso é una quantita conservata. Se

)

al tempo ¢ = 0 la funzione d’onda del sistema ¢ ¢ (x) = (gif”)i determinare (p? (¢)) .
To<)4
Sol: L’Hamiltoniana del sistema & )
H= _ux « > 0.
2m
Dal momento che
[H,p] = iah # 0,

la quantita di moto non é una quantita conservata. FEvoluzione temporale:

B(f) = 1 [H.pl, =aT= p () =p (0) +arl,

(B (0) =0, (p*(0)) =02 = 15

(p(t) = (p(0))+at=at

p’ (1) = P (0) + a’t’1 + 2atp (0),
(P2 (1)) = (P (0)) + a2 + 2at (p (0)) = (p? (0)) + a>#>.
720 = () — (b () = 1.

Esercizio 2. Una particella si muove liberamente in una dimensione. Una misura di energia da con certezza il valore
E. Possiamo dire che la corrente associata € diretta nel verso positivo dell’asse x?

Sol: Fissata ’energia possiamo determinare solo il modulo della quantitd di moto, per cui non si hanno informazioni
sul verso della corrente.

Esercizio 3. Una particella si trova intrappolata in una buca di potenziale infinita con % <z< % Una misura di

energia al tempo ¢t = 0 fornisce con uguale probabilita i valori di energia relativa allo stato fondamentale e al primo stato
eccitato.

1. Quali sono questi valori?

2. Qual é la forma piu generale per lo stato in esame?

3. Se la probabilita di trovare la particella nella regione con > 0 & 1, essa rimane inalterata durante I’evoluzione

27
temporale?
Sol:

K2
1. E1 = omL> E2 = 4Ejl-

et?
2. [¥) = |1/’1>+\/§ [$2)

3. Al tempo iniziale

p(x>0t=0) = /Ocdm Y (z))* =

0

_ ;(Amdqu@n2+4m¢x¢xmf+zmm¢4mdxmcwwﬂ@)—

= %(1+2Ac0s¢)

con A= [ dxiy (z) s (x). Al tempo generico

_ Y1) + ¢ (9+37%) [2)

|4 (t)) 7 ;
quindi
p(z>0;t) = % <1+2Acos (¢+3Egt)> #p(x>0;t=0).



Esercizio 4. Il valor medio di a in uno stato di un oscillatore armonico unidimensionale &

5
1. Valutare sullo stesso stato i valori medi di af, x e p.
2. Valutare (x (t)) e (p (¢)).
Sol:
X i (a)+(af  (ah) —(@)
L (af) = (@) = &, () = (D _ g gy —gp el o
2. Nella rappresentazione di Heisenberg
a= % [H,a] = —iwa = a(t) = ae~ ™' a(t) = ale™?,

quindi

(a(t) = (a)e ™, (al (1)) = (al) ™",

)+ E®) e
(x(t) =1 /2 G sin wt,

_ L @@))—@®) _ A
(x(t)) = —th~————>— 5 .

= —— coswt

02 02
Esercizio 5. Gli operatori A e B sono definiti come
A =a? + a2,
B=i(a”-a?%,
con a' e a operatori di creazione e distruzione di un oscillatore armonico.
1. Mostrare che sono hermitiani
2. Stimare su di un generico autostato dell’oscillatore armonico |n) il minimo valore della quantita

(AAZ?) (AB2?)

Sol: La dimostrazione dell’hermiticita ¢ immediata. Per stimare il minimo del prodotto di indeterminazione possiamo
calcolare

[A,B] = i(— [aTQ,aQ] + [aQ,amD =2i [aQ,aTZ] =
21 (a [a7 aTQ] + [a7 aTQ] a) =
2 (aa\Jr [a, aT] +a [a, aw af + af [a, aT] a-—+ [a, aT] aTa) =
= 4 (aaT + aTa) =4 (1 + 2aTa)

quindi per il principio di indeterminazione

(AAZ) (AB?) > o [(n] [A, B] [n)] = 2(1 + 2n).

DN =

Esercizio 6. Un fascio unidimensionale di particelle provenendo da sinistra si muove su di un potenziale a gradino come
in figura.

v




1. Determinare la forma della funzione d’onda nelle regioni I) e II) in funzione della energia della particella.

2. Determinare il coefficiente di trasmissione e riflessione in funzione della energia della particella.

Sol: Per E >V, indicando k1 = 7V2m(thV°) e ky =Y 2?E7 si ha

¥ (z) = ™17 4 Cre™"™17,

Yrr (z) = Crette®,

Le condizioni di raccordo sono

1+Cr=Cr
k1 (1 — CRgr) = koCrp
quindi
2k
T kit ks
k1 — ko
Cr = .
" k1 + ko
Corrente:
h
JIr = 7k‘17
h
jr=——ki|Cg|?,
m

Coefficienti di riflessione e trasmissione

e (k= k)?
R=|Cg|" = 55
(k1 + ko)
k 4k k
T:—2|C’T\2— 1227 R
k (k1 4+ k2)
Per E < Vy k1 = w e ky = 7&;;112 non c¢’é soluzione con fascio proveniente da sinistra. Se provenisse da
destra
Y1 (z) = Ae Faw,
b (x) = e 2% 4 Cpe™ ™7,
Raccordo:
A=1+Chg,
k1A =iks (1 —Cpr),
2k
kg + ik’
iko — Ky
Cpr=—"—.
Bk + ik
II coefficiente di riflessione &
R=|Cr|>=1.

Esercizio 7. La misura di un operatore A puo fornire solo i 3 valori a1, as, as (non degeneri). Si misura A selezionando
soltanto i casi in cui si é ottenuto il valore a; della misura. Sugli stati cosi ottenuti si effettua una misura successiva di
un altro operatore B che fornisce i valori b; con probabilita i, bs con probabilita %e b3 con probabilita i.

1. La grandezza B é compatibile con la grandezza A?
Come posso esprimere lo stato immediatemente prima della misura di B in termini di autostati di B stesso?

Come posso dare una rappresentazione possibile per A e in che base.

Ll

Nel caso in cui la misura di B abbia dato il valore by, una misura immediatamente successiva di A con quale
probabilita da il valore aq?

Sol:



1. No perché dalle ipotesi I’autostato corrispondente ad a; non é autostato di B.
2. Prima della misura di B lo stato é una combinazione di autostati di B
_ b)) +2e2 |bs) + €8 |bs)

Vi '

|a)
3. A ¢ diagonale nella base dei suoi autovettori

A=Y ajlag)(ag]-

i=1,3

4. Dopo aver ottenuto b; da una misura di B il nuovo stato diventa |b;). Misurando di nuovo Asi ottiene aq

con probabilita
1

p(a1) = [(ar]b1)]” = 1

Esercizio 8. Una particella libera di massa m é descritta dalla funzione d’onda nella rappresentazione degli impulsi

1 _ (p—p)?

6(p) = — e
g (2m02?)

IS

con pg > 0.
1. La funzione d’onda nella rappresentazione degli impulsi é normalizzata?
2. Valutare la fluttuazione di p su tale stato.
3. Valutare il valor medio (x (t)) nel tempo.
4. Valutare la corrente associata a tale stato.
Sol:
1. Si
2. A’p =02
3. Si vede immediatamente che (p (0)) = py e dal momento che la quantita di moto & una quantita conservata,
(p(t)) = po. Inoltre, la funzione d’onda al tempo iniziale, nella rappresentazione della posizione ¢ una
gaussiana centrata in zero, per cui (x (0)) = 0. Per il teroema di Ehrenfest, I’evoluzione del valor medio della
posizione ¢ quindi (x (t)) = (x(0)) + 22t = 2ot

4. La funzione d’onda ¢ a sua volta é un pacchietto gaussiano

1 o ap
b(x) = \/ﬁ/ dpc b (p) =
1 L g
— e 4oz e'"h

\/2mo2

2 . .
con 02 = I La corrente ¢ quindi

Esercizio 9. Si consideri lo stato

1 i
) =——=10)+all) + — |2},
) === 10) +all) + = 1)
Determinare a affinché lo stato sia normalizzato a 1. Se gli stati di base sono autostati di una grandezza fisica A con
autovalori rispettivamente ag, a; = ag e con ag # a; determinare sullo stato |¢) le probabilita di ottenere in una misura
di A i valori ag oppure a;. Determinare gli stati assunti dal sistema immediatamente dopo la misura.

€i¢

Sol: a = <=, p(ag) = 3, p(ar) = 2. Nel primo caso [¢’) = [0) nel secondo [¢/') = [Dtie "012)

V2

Esercizio 10. Una particella di massa m é vincolata in un segmento di lunghezza L e si trova nello stato la cui funzione

d’Onda espressa nel riferimento [O, L] e
”ll)(l' 0)—6ik0 “*Sin <7{E> ko >0
) I I s O .



1. Su questo stato una misura di energia pud dare un risultato con certezza?

2. Valutare la corrente associata a questo stato.

Sol:

1. No perché v (z,0) non ¢ un autostato di H

2. La corrente associata allo stato é

Compiti per casa

Esercizio 11. Una particella di massa m ¢é confinata su di un segmento di lunghezza L. Una misura di energia puo

. . . . 2_2 2_2
fornire i soli valori B, = % o B3 = g’fngz

1. Determinare tutti gli stati compatibili con le informazioni date.

(a) Determinare, su questi stati, il valor medio di (X — %I) e discutere il risultato.

b) Scrivere esplicitamente evoluzione temporale degli stati in esame e evoluzione la media di (x (¢) — £I
P p g 2

Sol:

1. Lo stato é una combinazione dei due autostati corrispondenti alle due energie

[v) = a 1) + Bls),

con «, B € C.

2. Entrambi gli autostati sono simmetrici rispetto a x = % per cui

(Y1,3] (x - I) |V1,3) = /_oo dx |1p1’3|2 (m — g) =0,
wal (x= 51) lon) = [ awwsun (2= %) =0

W (x=51) 10 = lof (ol (x= 5T) [o0) + 19 (val (x = 51) low) +
ra ual (x = 1) o) + a5 ol (x - 1) o) =

3. Lo stato evoluto ¢
—iZ1y —iEay
[ (1)) = ce™ "0 i) + fe "R |w3> ;
che rimane simmetrico per cui si ha ancora (¢ (t) | (x — £I) |4 (t)) =
Esercizio 12. Una particella si muove nel potenziale V = A\(z* — 22) con A > 0.
1. Scrivere ’equazione di Schroedinger per il problema nella rappresentazione della coordinata.

2. Valutare un estremo inferiore E,, tale che Ey > FE,, con Eg energia dello stato fondamentale.

3. Valutare (n|x|n) su un generico autostato dell’energia.

Sol:

1. Eq. di Schroedinger
h2
ot (@) + At — ) (2) = B (a)



2. Un estremo inferiore puo essere fissato nel minimo del potenziale corrispondente ai due punti

3. L’Hamiltoniana é pari

per cui le autofunzioni sono funzioi pari o dispari. Il valor medio

(ofxin) = [ T dw g2 (1) = 0,

— 00
& nullo perché I'integrando ¢é dispari.

Esercizio 13. In una buca infinita di potenziale quadrata di ampiezza L una particella si trova nello stato

1) —il2)
0)) = 112
4 (0)) 7
determinare ’evoluzione di (p (¢))e confrontarla con I'analoga evoluzione classica avente lo stesso valore iniziale di (x (0))
e (p (0)).
Sol: Valori medi iniziali (L1} + (21[2) — 25 (2lx]1)
x|1) 4+ (2[x]2) — 23 (2|x
(x(0)) = -
2 L 1 L 2
(1x|1) = Z/o dxxsiHQLLx:Z/o dxx<16087> =
L 1/Ld cos L
= —-——— T T COS —— = —
2 L), 2
2 [k 1 L 4
2)x[2) = Z/ d:mcst—:z/o dxx(lcosﬂ) =
L 1/L drz L
= —— = dxr rcos — = —
2 L), 2
2 [t 2 1 [r
2x|1) = Z/o dwxsin%xsin%xzz/o dxac(cosWLxcos?me> =
- 2 /de sinﬂ—lsingﬂ—x =
R L 3L
16L
L
0) = =.
(x(0)) = &
(1lp[1) + (2[p[2) — 23 (2[p|1)
(b (0)) = : ,
2 [F d 2 L
(1lp|l) = —ihz/o dx sin%%sin% :_Z‘h[%/() dx sinl—xcos%w:
L
2
= —iﬁ% | dx sm%:O7
2 [t orx d . 2 A (L 9
(2lpl2) = —iﬁz ; dx Sin%d— 1 %— thz | dx sin —— ¢ %:
o [* 4
= —ih= d sin —2 = 0,
12
0



. T
2|p|l1) = —ih— / dx sin T% sin — = / dx sm—cos 7
= fzhﬁ A d:v (SIH?ﬂTLx+S W;) :7153—[/,
8
(b(0) = he
Evoluzione dello stato
eI |1) — jem R |2)
i (8)) = ;
V2
con
B mh? n?
"2 L2m
Evoluzione dei valori medi
. ;B2 14\ 8 E2 E1 . 8 37T2h
pt) =S (<2|p|1>e z ) hor cos = hor cos st
L By L 16L 2h
(x (1) = 5 — 21 S (eE t) =S+ 962 si 23;
T
Periodo classico vs. periodo quantistico
T 3L%m
cl — AR ;
- 4L°m
T 3nh

Esercizio 14. Al tempo t = 0 lo stato di un oscillatore armonico di massa m e pulsazione w é descritto dalla funzione
d’onda

v = (35)" [roVa(R) o] e
con S € [0,2m) reale .
1. Determinare 8 in modo che il valore medio di x all’istante iniziale sia 0

2. Calcolare

(¥ (&) Il (1)),
(W (1) [P (1)) -

Sol: La fdo iniziale é combinazione delle prime due autofunzioni di H

¥ (w,0) = \% [0 (2) + 1 () €] .
X = a+a Lelﬂ a 67iﬁ aT =
) = WOlI=7Z=(0) = 2\@[ (Olal1) + e~ (1]a’|0)]
= b s sy
= 2\@( +e ) =0
il valor medio di x ¢ nullo per 8 = 7. L’evoluzione dello stato ¢
w0 = 5 10+ e 5 ]
h 1 wt—Z wt— 5 —
@ lpl (1) = iy |8 (1fallo) - 2 (ofaln)
ho1 i(wt—F) _ i(wt—7F ——isin w _I
- e o D] - )
0 I (@) = o [(0] (ala+aal) o) + (1] aa + aal)1)] =
2
= P01 (2ata+ 1)[0) + (1] (2ala+ 1) 1) =
n%1 h?

= ——[1+3]:

12 4 2



Esercizio 15. Un oscillatore armonico di pulsazione w si trova, al tempo ¢ = 0, in uno stato | (0))tale che:
1. Una misura di energia da certamente un risultato minore di 2w
2. Il valor medio di p ¢ il massimo possibile

Determinare lo stato del sistema, il valor medio dell’energia e quello della posizione. Al tempo ¢t = 7 in cui per la

rima volta il valor medio dell’impulso diventa nullo, la pulsazione diventa istantaneamente w’ = % e viene acceso un
) 2

potenziale esterno costante V = h%. Qual ¢ il costo energetico di questa operazione? Quali sono i possibili risultati di
una misura dell’energia per ¢t > 77 Calcolare la probabilita di ottenere hw.

Sol: Lo stato iniziale ¢ combinazione dei primi due autostati dell’energia
[4(0)) = ag [0) +aie™ [1),
dove si & posto ag, a1 € Ry e a3 + a? = 1. La media della quantita di moto ¢

haoal h aoal

(p) = [e™* (1]a’]0) — ¢ (0]a|1)] =

in ¢,

‘T V2 1 \f
e il suo valore massimo si ottiene per ¢ = 5 e ag = a; = 7 LQuindi lo stato ¢
_ 0 +ilh)
CVZ
cui corrisponde un’energia media
hw hw
(B) =5 (2 (4 (0) [aTaly (0)) + 1) = > ((1]afall) + 1) = hw.

Lo stato diventa al tempo 7 '
|0) +ie”™7 [1)

[ (7)) = 7
In questo istante I’hamiltoniana diventa
2 2.2 2 12,2 /
p mwx w p mw’“x w
H=_—— he=-— 4 ——— +h— = (blb+1).
2m + 8 + 4  2m + 2 + 2 ( + )
L’energia media dello stato si calcola a partire da
9 hZ + h2
(%) = (6 (1) 0719 (7)) = o (6 ()| (2ata 1) | (7)) = 75
£2
() =W (@) Pl (n) = 5 (¥ ()| (2a’a+1) ¢ (7)) = ¢

111 massimo pud essere determinato anche in modo piti rigoroso con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. La funzione da minimizzare
tiene conto del vincolo della normalizzazione

F (agp,a1,¢, ) :aoalsin¢7A(a3+a§ 71).

I valori estremali si ottengono risolvendo il sistema

OF

— = a1singp—2Xap =0
dag

OF

— = apsing —2ia; =0
oai

F

% = apaicos¢p =0
oF

oY (ad +af —1) =0.

Le soluzioni posibili sono
ag=0,a1=1,¢p==dm, A=0
ap=1,a1=0,¢p=xm, A=0

1 1 - 1
- ai=—— p=—T A==
w= = s =g 2
1 1 71' 1
ag=—7=,01=—,¢0p=—, A==%—
Y RV L 2

quest’ultima & proprio la condizione di massimo.



ottenendo . >
/ / mw w
(B) = (6 ) 6 (1) = [y + "] 02— T

ossia, nel cambiamento la variazione di energie é stata

ossia il sistema ha ceduto energia. I possibili valori dell’energia diventano

hw(n+1)
e

€n =

La probabilita di ottenere un valore di energia Aw &

1 )
po= Il (I = 5| Whlko) + e (wilwn)[* =

(o) |” + [ [bn) [P + 2R [ie =™ (w4 [bo) ™ (yi]¥1)]
2

z':,/ihzeﬁ
mw

bnto)=Cu 010, ()
0= (03 (25 )

1\ G0
C(O (l ) - (m€> - 9
_CL(9)
Y

(W1 ]o) oc/ dze 57z =0

al | —~

C1 ()

05(1)4/0061“1?%2—230%(”‘/% 42\: 1 2% JF (a\?  of
5302 - Toy/mi 2 \3 ) 33
[(@ilen)* _ 2f
= =~ 046
2 3V3

Esercizio 16. L’Hamiltoniana di un sistema si scrive in termini di operatori di creazione e distruzione come

22

3

<7//1|¢1> =

— 00

H = hwa'a+ \a+ )\gaT,
con A e Ay complessi.
1. Determinare la condizione su A\; e Ay per avere H hermitiano.

2. Determinare lo stato fondamentale del sistema quando A; e Ay sono reali.
Sol: Affinché H sia hermitano deve essere
H' = hwa'a 4+ A\jal + \ja = H,
quindi A} = Ag. Se i due coefficienti sono reali, essi devono essere uguali. In tale caso

2 2 2\ hw
H = hwala+ A (a' + a) =;—m+m;) x2+f7x—71,

I’hamiltoniana é quella di un oscillatore armonico il cui potenziale non é centrato nell’origine e con un termine
costante in pit. Possiamo completare il quadrato e riscrivere

P2 mw? ,  V2X 22 1 ( A2 m)l_

H = — _
2m+ 2 X 1 x+€2mw2 €2mw2+ 2

2 2 2
9] mw 5 A hw
T AL TS |y LA |

2mJr 2 (x = zol) <€2mw2+ 2) ’
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con
V2\
Xo=—>"7"5.
Imw?
Definisco la nuova posizione tramite la traslazione
s =x — xol,
che ¢ una trasformazione canonica
[s,p] = ih.
Nelle nuove variabili ) )
9] mw
H=— + s? + ¢,
2m 2

con
(X
n ho 2 )7

Definisco i nuovi operatori di creazione e distruzione come

1 (s l 1 (s l
b = — — j— bT = — - — =
\/§ <£ +th> ’ \/i <€ th> ’

b+ bf bl —b

s=(——, p=ih——,
vz P T A
per cui
1
H = hw (bTbJr 2) + I = hwb'b + El,
dove \2
En=—"—
0 h(}.)’

ossia, nelle variabili originali

Esercizio 17. Un oscillatore armonico di frequenza w si trova nello stato

_ o+

Valutare la fluttuazione quadratica media della posizione nel tempo.

Sol: In rappresentazione di Heisenberg gli operatori evolvono come

1

a= [H,a] = iw [a'a,a] = —iwa = a(t) = e “'a,
af (t) = e™“'al.
La posizione media &
x(0) = 5 Wl +al ©) ) -
- 2;2 ((Olaf1) e~ — (1]af o) ") =



11

la media del quadrato della posizione

(E0) = Swlam+al©) ) -

62
= 5 (¥l (a2 +ala) |y) =
2

= SwlEsoata)y) =£,

per cui

Esercizio 18. In un oscillatore armonico di massa m pulsazione w siano H l'operatore che rappresenta l’energia totale
del sistema V l'operatore che rappresenta ’energia potenziale del sistema T ’operatore che rappresenta I’energia cinetica
del sistema

1. Le grandezze V e T sono costanti del moto?
2. Stimare il valore del prodotto \/{AV?2) (AT?) sullo stato fondamentale.

3. Tale valore dipende dal tempo?

Sol: Non sono costanti del moto

w? w?

H,V] = [T.V]= 3 [p*x] = < (p[p.x*] + [p,¥*] p) =
= oJ;(pX[pﬂc]+p[p,X]XJrX[ILX]p+[pﬂdxp)=
= —ihw® (px+xp) #0
H,T] = [V,T]=-[H,V]=ihw?(px+xp)#0.

Per il principio di indeterminazione

2

AVIATY > (v, = 22 00/ (ih+ 200 0) =
= 0l (14 (8l — ) (ol + ) 10)] =
= h22w2 |1+ (0] (a'a — aal) |0)| =
_ h22“2 11+ (0] (2a'a — 1) 0| = 0.

Esercizio 19. Una particella libera é preparata al tempo ¢t = 0 in un pacchetto gaussiano

1
. 1 2\ ?
Y (x,0) = e*® ( e 207 > .

2ro

1. Con quale probabilita in una misura della posizione al tempo ¢t = 0 ottengo un risultato maggiore di zero?

2. Ripetendo la misura al tempo ¢ = t*, con quale probabilitd ottengo, in una misura di posizione, un valore = >
hkt* /m?

Sol:
L op(z>0,t=0)= [7dz ¢ (2,0)* = 3.

2. La densita di probabilita rimane una gaussiana centrata in x = %t per cui rimane

hk o , 1
> —tht=1t") = d )= =.
p(o> Bee=r) = [Tdo e =
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Esercizio 20. Una particella libera unidimensionale di massa m ¢ descritta dalla funzione d’onda nella rappresentazione
degli impulsi:
JAVPE—p* Il <po
¢ (p) - )
0 Ip| > po
1. Normalizzare la funzione d’onda.
2. Determinare (p) su tale stato.

3. Determinare il valor medio (x (¢)) nel tempo.

Sol: Normalizzazione:

Po 4 \/?:
1= A dp (p§ —p°) = |A|2§p3$z4=7§~
—Po QPS

La funzione d’onda é pari quindi

In rappresentazione di Heisenberg

Xz—ﬁ[Hvx]Z%hﬁ} -,
x(t):x+%s,
e(0) = () + Pt = ().

La posizione media rimane costante (anche se x non é una costante del moto) e, in questo caso, é pari a 0 in
) k)

quanto la funzione d’onda nella base della posizione ¢ pari a sua volta (la trasformata di Fourier di una funzione

pari & pari). Si puo anche vedere direttamente:

(x) = (dlx|¢) = [ dpdp’ (olp") (¥'|xIp) (p|¢) =

ih/dpdp/ (olp") &' (p—1") (plo) =

< [ a6 )0 ) =in [ dpp0.

—Po

Esercizio 21. L’Hamiltoniana di un sistema unidimensionale é:

p’ 4
H:%+a(xfx01) ,

con a costante positiva. Discutere la simmetria delle sue autofunzioni.

Sol: L’Hamiltoniana é pari rispetto al punto zq
[Hv HQJ()] = 07

dove l'operatore di parita agisce invertendo la coordinata rispetto a xg

Iy, [2) = g, |(2 — 20) + 20) = |—2 + 2o + x0) = |—2 + 220)

(alTLy ) = / d’ ([Tl |2} (o' 4) =

/df”/ (@] — 2’ + 2m0) (2'|¢)) =

/dm' § (x4 2" —2x0) (2']) =
= (2xg —z|y).
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Dal momento che

2z — x|y lY) = /d:c/ (220 — |y, |2") (2']p) =

/dx’ (2wg — x| — 2’ + 2m0) (2'|9) =

/ dr' § (—z +2') (&' |4p) =
oy

possiamo scrivere
2 _
Iz, =1,

quindi gli autovalori di II,, sono A = £1 e corrispondono alle funzioni pari e dispari sotto inversione della coordinata
rispetto a xg.



