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Momento angolare
In meccanica quantistica, le componenti del momento angolare (J, J,, J.) sono degli operatori hermitiani
J; =J;,
definiti a partire dalle relazioni di commutazione fra di essi
[T, Im] = i€kmnhd .

Da essi si possono costruire gli operatori a scala

Ji = J. £y,
che soddisfano le relazioni di commutazione
[Ji,J_] =2hT,,
[Jt,J.] = FhIs,
e l'operatore momento angolare totale
1
=3+ 4+1=3+ 5 T +IJ4),

che soddisfa le relazioni di commutazione
[3%,3;] = [3%,34] =0.
E facile verificare che valgono le segueti relazioni
J.J =3-J32+7,,
JJ, =3-J3-7J,
[J+J7,J7J+] - O

Con queste informazioni vogliamo studiare lo spettro di questi opeatori. La prima osservazione & che, poiché J? e J,
commutano, esistono degli autostati simultanei, che indicheremo con |j, m) , ortonormali

<j7 m|j/7 m,> = 5j,j’5m,m’a

e tali che
‘]2 |ja m> = aj |.77 m> 5

I 1j,m) = b |j,m) .
Per calcolare gli autovalori a; e b, procediamo per passi:

1. a; deve essere positivo poiché ogni J% ¢ un operatore hermitiano definito positivo, inoltre

a; = (j,m|I?|j,m) = b2, + (j,m|I% + I2|j,m) > b,

e
2. Segue che, per a; fissato, by, ¢ limitato superiormente e inferiormente.

3. Applicando gli operatori a scala a un autostato simultaneo si ottiene un altro autostato
J2J:|: |.7a m> = aj‘]:l: |ja m> 5

JZJi |j7 m> = Ji (Jz + h’) |J7m> = (bm + h) |.73 m> 5

per cui
. =+ . 12
J:t |]vm> = Wm,j ‘.77m > 5
con ’Yi ; valori da determinare. Ossia gli operatori a scala permettono di passare da un autovettore con autovalore

b ad un altro con by = by, £ A

4. Poiché b, é limitato, ’azione degli operatori a scala deve interrompersi, per cui deve esserci un valore byax = by
tale che J |4,£) = 0 e un valore by, = by tale che J_ |7, ¢') = 0. Questi valori dipenderanno da j.



5. Applicando J? ai vettori corrispondenti ai valori massimi e minimi di m si ottiene

0 = [J2+hI.+I_J )50 =
= (b7 + hby) |j,0) =
= a;l5,0),
B0y = [32-3.+3.3])5,0) =
= (be® —hbe) |5, 0) =
= a;li,l),
quindi
a;|j,€) = (b + hibe) |5, £) ,
a; |j, ') = (be® — hby) |5,0)
ossia
a; = (be® + hbe) = (by® — hby) = by = —by,
€

a; =bg (be+h).
Vediamo che per ogni ¢ il parametro j ¢é fissato, per cui possiamo identificare questi due valori j = /.

6. Dal momento che
_bj S bm S ij

e sapendo che si puo passare da |j, —j) a |/, j) con un numero finito di salti di un’unita applicando J, si ha che
2j deve essere intero, ossia j deve essere semintero o intero

,1,§,2,...
2

7. Di conseguenza
m:7]7fj+17a]717]3

b = —hj,h(—=j+1),....,h(j — 1), hj.
8. Da quanto detto prima, possiamo finalmente scrivere lo spettro di J, e J2.
J= |j,m) = hm/|j,m),
I2[j,m) = 125 (5 + 1) 5, m) .
9. Si possono ora calcolare i coefficienti %i j
Gom|I Ty ljym) = vy 5 = (Gom] (3% = 2 = hI2) [j,m) = 125 (5 + 1) = BPm (m + 1)

(G, mlI L I-|j,m) =, 5= (Goml| (32 = 32+ hd2) |j,m) = 12 (5 + 1) = B*m (m — 1)

ossia

Jilim) = h/ji(G+1)—m(m+1)[j,m+1)
J_lim) = h/ji(G+1) —m(m—1)]jm—1).

Rappresentazione nella base degli autostati

Settore j =0
J210,0) = J;10,0) = 0.



Settore j = %
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Fluttuazioni

(4, m|IZ|jm) = (j, m|T}|jm) = 5 (G +1)- m?),

1., L2
1\<J,m| [JmJy] ljm)] :ZWQ

il minimo di indeterminazione si ha per m = +j.



Coordinate sferiche

¥ (2,y,2) = ¢ (r0,0),

27 ™ e
/ dzdydz | (z,y, 2)|? :/ d¢/ do/ drr?sinf |y (1,0, ¢))* =1
R3 0 0 0

P(r,0,¢) =r?sinf ¢ (r,0,0)|*.

r = rcos¢sinf
y 7 sin ¢ sin
z = rcosf

consideriamo il vettore delle derivate in coordinate cartesiane

V= 0y
0.
9,
5 = 80 ’
2

=MV
( cos¢gsinf  singsinf  cosf

e quello delle derivate nelle coordinate sferiche

M = rcos¢gcos) rsingcosf —rsind

—rsin¢sin® rcos¢sind 0

V=M1J

T rsin 6

cos —y 0

Momento angolare orbitale

1o
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L, = —ih((—sinqﬁiicos@;‘g—(cos¢iisin¢)cot96):

¢
= —ih | £i(cos¢ Lisin¢) 9 _ (cos ¢ £ isin @) cot QE =
N a0 o)
; 7] 0
_ +ip s . -
= he <i89+w0t98¢>

Le matrici del momento angolare non dipendono da r quindi gli autostati dipendono dalle sole variabili angolari

(0, ¢[l,m) =Y, (0,9),
queste funzioni vengono dette armoniche sferiche.

e Armoniche sferiche come autostati di L:

(6, 6[L. |1, m) = —ma%mm (6,6) = EmY;™ (8, 6)

segue che .
Y™ (0,0) = €™ fim (0).
e Da quanto detto sopra Y,? (6) = fio (#) non dipende da ¢ quindi

2 2 1 a 82 0 2
(0, ¢IL71L,0) = —h* {55 + 5pz | Yo (O) =R°L{+1),

quindi queste funzioni sono soluzioni dell’equazione differenziale

? 1 9 o
(392+tan989+l(l+1)>yl () =0,

ossia sono proporzionali ai polinomi di Legendre

Y (6) o< Py (cos¥).

e Dallo stato con m = 0 si possono ricavare gli altri applicando gli operatori a scala.

+1 _ <97¢|Lﬂ:|l>o> o eii(b é 0

eccetera.

e Si puo vedere che le armoniche sferiche hanno la forma

Y™ (0,0) = Am,leim(z’le (cosb),

@ m)!
Aml_e\/ I (+m)

. (-1)™ perm >0
)1 per m <0

con P (z) funzioni associate di Legendre

1ml qlm|
S ),

le(w):(l_xQ) Jplml

1
| e @ pp ) = by G

1 2l + 1 (l — m)'
P (cosf) = (sin )™ _dm P, (cos )
50) = (sin 50) ,
: d (cos 9)‘7"‘ :

Parita:
F——F=0—-71+0, ¢—>1+¢



Y™ (0,0) = (=1)" Ay s P (= cos0) =

(flg) = /%m/

(=)™ Apae™? (=)™ (-

d9/ dr sin0f* (0,¢) g (0, 9)

1
vy = —
0 i
3
YY) = = cosf
vy = F iei ¢ sin @
! 8T
Yy = 4/— > (1 —3cos®0)
167
15 L,
Vit = 4/ et ?sinfcos
8T
Y2 = 15 Fi2¢ ¢in2 g
2 321 ¢
Laplaciano in coordinate sferiche
1 0? 1 0 0 1 02
vV = — (sing— - -
rorz’ Tt e 06 (sm 39) * r2sin? 0 6%¢
_ 1 0? 1 5 _ 190 .2 0 1 L2
ror | r2R? r2 Or or) 122
Polinomi di Legendre
e Intervallo: [—1,1]
e Funzione peso: w =1
o s(z)=1-—2?
1
e Funzione generatrice: g(t,z) = (1 — 2t +t*) * (con [t] < 1)

e Formula di Rodriguez: P,(x) =

e Ortogonalita: fil dz P, (z) P, (x) = ﬁémm
e Ricorrenza: P, = 27:1:11 Py — 5P

e Derivata: (1 —x?) P, =n[P,_1 — aP,)]

e Eq. differenziale: (1 —z?)u” —2zu/ +n(n+1)u =

z) = (=1)" P (x)

e Valori espliciti dei primi polinomi:

e Simmetrie: P, (—

Py =
P =

P, =
P =

Py =

2rn) 1L (2

1))

0
1

T

% (3x2 — 1)

1 3

3 (5x — 337)

% (352" — 302” + 3)

1)l P (cos ) =

(—1)' Y™ (0, )




Esercizi svolti a lezione
Esercizio 1. Calcolare i valori medi di L, e L, in un autostato generico di IL2eL..
Sol: Ricordando che

Ly [l,m) = fL(l,m)[l,£1)

<lvm|Lw|lvm> = <l7m| (Ly+L-) |lvm> =

N — N~

[f— (L, m) (I, m[l,m = 1) + fy (I,m) (I, m|l,m +1)] = 0.

Discorso analogo per L,,.
Esercizio 2. Calcolare i valori medi di L2 e Li in un autostato generico di L? e L,.

Sol: Ricordando che
[Ly,L_] =2AL,,

possiamo esprimere i quadrati delle componenti x e y del momento angolare come

L% +L% +2L_L, + 2AL,

L =
x 4 )
o -L2 —L% 4+ 2L_Ly + 2hL,
y o 4 ’
quindi
1
(I, m[L2|l,m) = 3 (I, m| (L_Ly + hL,) |l,m) =
1 mh?
= §<l7m‘L7L+|l,m>+T =
h2
= ?(l(l—l—l)—m(m—i—l)—i—m) =
h? 2 2
= 5 (L +1) —=m?) = (I, m|L2|l,m)

Esercizio 3. Calcolare il valor medio, su di un autostato di L, e L2, della componente del momento angolare lungo
una direzione 77 che forma un angolo 6 rispetto alla direzione z.

Sol: Il versore ha coordinate
7l = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) .

Ricordiamo che
(I,m|L.|l,m) = hm,

<lam‘Lx|lam> = <l7m|Ly|l7m> = 07

e quindi .
(I,m|7 - L|l,m) = hkmcos

Esercizio 4. Calcolare autovalori e autovettori di L, e L, nel caso in cui [ = 1.

Sol: Per simmetria rispetto alla scelta di orientazione degli assi, gli autovalori sono gli stessi di L, ossia m = 0, +hA. Gli
autostati hanno la forma

|1/)>:a1|131>+a0|170>+a—1|17*1>
010
h
w=— 110 1],
V2 0 1 0



10 0
L.=hR[ 0 0 0
0 0 -1
Gli autovettori di L, sono quindi
1 1 1 1 1
|1’1>{1]:7 \/i 7|170>I:7 0 ) |17 1>g;:7 - \/5 )
2\ 1 A 1

mentre gli autovettori di L, sono

1
1 .
|1vl>y:§ iv2 ) |170>y:
-1

Compiti per casa

Esercizio 5. Stimare il valore minimo del prodotto

((aL,)*) ((AL,)),

su di un autostato di L? e L. Calcolare esplicitamente tale prodotto per [ = 1 m = 0.

Sol: Per il principio di indeterminazione si ha

((AL)*) ((AL,)") = iw m| [La, Ly) |1, m)[* = %mQ.

Poiché
2

h
<lvm|Li|lvm> = <lam‘L§|lam> = D) (l (I+1) - m2) )
il minimo di indeterminazione si ha per m = =£I.

Esercizio 6. Un sistema ha momento angolare totale corrispondente a [ = 1. Dopo aver misurato la componente del
momento angolare lungo una direzione 7 che forma un angolo 6 rispetto alla direzione z si ¢ ottenuto il risultato h. Se
successivamente si misura L. che risultati si possono ottenere e con che probabilita?

Sol: Consideriamo l'operatore 7 - L con
= (sinf cos ¢, sin f sin ¢, cos 9) ,

la cui rappresentazione nel settore con [ =1 &
01 0 - 0 1 0 0
. hsin @ h 0
i L = fsinbeose g sin Slw 0 —i |+heosO| 0 0 0 |=
ﬂ 01 0 i 0 0 0 -1
A V2cosf e *®sind
= — €' sin 6 0 wsm@
V2 0 €' gin —\/icos 0

Dopo la misura, il cui risultato & A, il sistema si proietta sull’autostato corrispondente che soddisfa ’equazione
det [ﬁ-ﬂ—hl] =0.

Si ottiene quindi ,

e (cosf + 1)

11,1), = = V/2sin 6

e (—cosf +1)

Da questo stato, misurando L, si ottengono i tre possibili valori m = 0,+£1 con probabilita

B (cosf + 1)
p1 = 4 )
sin®

2 )

cos — 1)*
plzi( 1 )

Po =



Esercizio 7. L’Hamiltoniana di un sistema quantistico é
H=cL,.

Supponendo che il sistema sia in un autostato di L2 e di L, con autovalori 2A2 e zero, dopo quanto tempo il sistema si
trovera in un autostato di L, con autovalore zero?

Sol: Lo stato iniziale &

Durante I’evoluzione il sistema rimane in un autostato di L? con [ = 1. Sapendo che gli autovettori di L, sono,
nella base degli autostati di L,

1,1) £v21|1,0 1,—1 1,1) —|1,-1
B [ G [ T P [ g [ 1}
2 V2
e gli autovettori di L, sono
1,1 v21(1,0) — |1, —1 1,1 1,—1
‘1’1> :|7 >¥Z\/>|7 > |7 >7|170> :|7 >+|7 >7
Yy 2 Yy V2
lo stato iniziale si pud scrivere come
_ L1 —1,-1)

4 (0)) 7 :

L] L1) = €1, 1)
e

\/i )

La sua evoluzione ¢ data da

¥ () =

quindi
[ (1)) = 11,0,

*_om
per t* = 5.



