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Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Il momento magnetico dell’elettrone &

con ug = 27'5‘ magnetone di Bohr. In presenza di un campo magnetico costante esterno, I’energia di interazione &

descritta dall’hamltoniana

H=—-ji-B.

Supponendo che il momento angolare orbitale sia nullo (I = 0) e che, inizialmente, ’elettrone sia preparato nell’autostato

[t) di S, corrispondente all’autovalore % e indicando con

2up ‘E ’
S
la frequenza di Larmor:
1. Scrivere esplicitamente ’espressione dell’operatore di evoluzione temporale.
2. Trovare I'evoluzione temporale dello stato nel caso in cui B||Z
3. Trovare I’evoluzione temporale dello stato nel caso in cui B=B (sin 6,0, cos 6)

4. Nel caso in cui § = 7, esprimere lo stato nella base degli autostati dell’energia e calcolare il valor medio (S. (%))

Sol: Lo stato iniziale &
19 (0)) = [R) |€=0,m = 0)[1)

dove sono stati isolati i contributi radiale, angolare e di spin.

1. L’operatore di evoluzione temporale &

- , ChpE
U=e¢'nf=¢nlt=¢"Pe"m

2. La parte orbitale dell’evoluzione temporale & applicata allo stato con momento angolare nullo, per cui non c’é
evoluzione di questa componente. Stesso discorco per la componente radiale. L’unica componente che evolve
nel tempo é quella di spin.

X (&) = e RSB gy

nel caso in cui B||Z

2ugB
g tS.

X () ="
ossia lo stato non evolve (a parte una fase globale).

3. Se B = B(sinf,0,cos 0)

1) = e " F ),

2up ,& B .2upB
—zh—ztS-B —1i

— ¢ 3 t(Sy sin 048 cos ) _ e—i“BBt(aT, sin0+o0, cos ) _

e h

w w
= cos 7Lt —i(0gsinf + o, cosf)sin ét =

2
= cos %t - Zﬁ (S;sinf + S, cos ) sin %t,
quindi

Ix (t)) = (cosv — i cosfsin %t) |1) — isinfsin u;—Lt [4)
4. Se § = 5 la componenti di Spin dell’Hamiltonianana ¢

o Q,UBB

Hg W

Sz,

quindi gli autostati dell’energia sono gli autostati di S, ossia

=W

V2



Lo stato iniziale ¢ quindi

e la sua evoluzione

R ) £ e R )
(@) = Y =
th

t
c08 —= [1) — isin UJTL 1) .

11 valor medio (S, (t)) ¢

t t
(x (t)S:|x (t)) = cos® WTL — sin? WTL =

(8- (1))

= coswrt.

Esercizio 2. L’Hamiltoniana di una particella di spin % e massa m vincolata a muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R é

RS
" 2mR2 h

e L2 ¢ una quantita conservata?

e L, é una quantita conservata?

All'istante t = 0 lo stato della particella é rappresentato dal seguente spinore

con x4 autostato di S, con autovalore 3.

Sol:

P (t=0)=Y(0,¢)x+

h

e Determinare ’evoluzione temporale 1) (t)

e Determinare in funzione di ¢ la probabilita di trovare la particella con s, = —% e0<O< %

e Usiamo la relazione

o N2
oo <L+S) szfSQ J27L2782
L.S=

dalla quale si vede che [H, L2] =0.

e La componente lungpo z non si conserva perché

o Gli autostati dell’Hamiltoniana sono gli stati autostati simultanei di L2, 82, J2, J,

1 ..

s = 535,720 5
con energie

w 3w

1 w
E; =R D(—-Z)+2iG+1) -2,
L {Z(H )(2mR2 h)+hj(J+ ) 4h}
In tale base lo stato iniziale é

1 1

() =1 =1,5= 3

3 1 2 1 1 1
.:7 .Z:7 = — :O7Z:7 — :1722—7’
i=50:=5) \/glm s 2>+\/;|m s 5)
j=liolo \f| 0 _1>+\/§| s =k
3_2332_2 - 3m_ >sz_2 3m_ ) Sz = 2)

2 2 2

Sapendo che

1 1 3 1 1 1
— = L= =)= 17—7 ) — =, .Z:— 1’—, ':—7 'Z:— .
;m=0,s 2) ar | 5 J ) +as | 5 J )

2



otteniamo

|m:07SZ:—>: —|J:

L’evoluzione dello stato ¢ quindi

2 gy, 3 1 1 1 1
t = - 7zf .: - .Z: = - o .: 77 .Z:7 =
¥ (8)) \/;e i=57:=5—\3li=50=3)

1 \/§ 2 —i3w \/E —i3w
V() = +§Y10 (0,9) x+ — ?Yf (0,0)x- + 3¢ VY (0, 0) x4 + B Y0, 0) x- =
(4273 VO (0,0) xo + V2 (=1 + e ) V] (0,9) x-
B 3
I T 2’_1+e—i3wt}2 27 z . L 5
pls,=—=,0<0< — = —/ d(b/ d951n9|Y1 (9,¢)‘ =
2 3 9 0 0
2 E )
= g(l—COSSwt) df sinf cos” § =
0
_ 2(1,Cosgwt)/ ? g2 — (1= cos3wt)
3 ) 36

Esercizio 3. Un atomo di idrogeno € posto in un potenziale
V:—g(ﬂ+2§) B

dove B & un campo magnetico esterno che assumiamo diretto lungo z.

1. L’Hamiltoniana di perturbazione commuta con I’'Hamitoniana dell’atomo di Idrogeno imperturbato?

2. Quale degenerazione é rimossa dalla perturbazione?
Sol: I’Hamiltoniana totale ¢&

Hy = H.,+Hpg—-g(L.+28S;)B,
sappiamo che ’Hamiltoniana dell’atomo di idrogeno & funzione di L? e non dipende dallo spin per cui
Hpy,L.] = [Hp,S:] =0,

quindi
[Hyg, V] =0.

Il potenziale rimuove parzialmente la degenerazione di spin e quella in L,. Le nuove energie sono

E
Enmo 1*

Compiti per casa

Esercizio 4. Lo stato di una particella in una dimensione di spin % ¢ dato dallo spinore

so= 5 (00)

1 (zF=zg)?
Ypy () = ——e P

con



1. Scrivere il vettore astratto |¢)) associato a tale stato

2. Calcolare i correlatori

Cy = <"/)|X0'2|w> - <7/1\X|1/)> <1/’|Uz\¢>,
Cy = (Y[xog|[Y) — (Y[x|Y) (Ylox|v) .

3. Calcolare la probabilita che su tale stato una misura di S, dia il valore di g
4. Calcolare la probabilita di trovare la particella in z > 0
Sol:

1. Vettore astratto
_ o+ v )

|¥) v '
2. Correlatori:
(b[x|e) = (1 [x|1) JQr (W, |x|hy) o
(Wlofy) = alin vy _,
1 > _ (@+z0)?+(@—=z0)?
(Brloy) = W/_wdm ooag?

1 > _ltef e
= — dre 207 =e 202,
(2m02)? J-

efg 00 e
<wT|Xw¢>(27r02);/oodw:L'e 202 = (),
(Vloaty) = LIl _ - 5F
(W|xo.|v) = (1]x¢1) g (Wylxlvy) _ .
(| x5 |1h) (r]xepy) ; Walvr) _ o

Cl = Zo, CQ =0.
3. Probabilita di m = %:

Py = {91 (1 19) = 5 |Welonl = 5.

1
2

4. Probabilita di z > 0:
Poso = / d (l) (zhp) =
0

= % /OOO dz ((ylz) (x|r) + (¥ |z) (zl)) =

1 1 > _ (z—=)? _ (ztz)?
= —— dz (e 2 4e 202 =
2 (2702)2 Jo

11 > (=20)? 0 (s=a0)? 1
= - — (/ dre™ o2 —|—/ dse™ 2.8 ) ==
2 (2mo2)2 \Jo —oo 2

Esercizio 5. Un fascio di particelle di spin % incide con energia F, proveniendo da sinistra, su di un potenziale dato da

W

A%
h

Q(X) S., Vu>0.

Sapendo che il fascio incidente ha spin polarizzato lungo x determinare il coefficiente di riflessione e di trasmissione nei
duecasi F =2V e E = %



Sol: Iniziamo ricordando che la corrente di probabilita si ricava a partire dall’equazione di continuita

op(x,t) O . _
ot "o @0 =0
dalla quale deriva
, _ Ip (x,1)
j(z,t) = /dx ETamt

Nel nostro caso lo stato ¢ descritto da uno spinore

apy (x) )
x) = ,
v =( 500
cona, BER, a?+pB%=1e fix;o dz |1, (:c)|2 = 1. La densita di probabilita ¢ una funzione di due variabili

p(x,0) = ® [y (@) 6 (0 = 1) + B2 [y, (2)]*6 (0 + 1),
la cui marginale é

p@) = [ dop(eio) = a? iy @F + 5 oy @)

— 00

La corrente di probabilita é quindi

2 2
jlot) = —a? [aw 2L g [ ap L o2 0y 4 2, (00

Tornando al problema, I'onda incidente ¢ data da

con k = 2%"E e corrispondente a una corrente

. h
Jji = —k.
m
Per quanto riguarda le componenti riflessa e trasmessa vediamo singolarmente i due casi.

e I =2Vj. Per le due componenti dello spinore abbiamo (ponendo o = +1)

ethr L A e~hT 2 < ()
Yo (I) = {

B,eto® x>0

con k = 47;‘/0, q =~ 2;?‘/0, q-1= 7”32“/0 Dalle condizioni di raccordo si ottiene il sistema

1+ AO’ = By,

q

1-4, = ?"Bg,
le cui soluzioni sono

_k—qs 2k

7 k+qs e k+ g5 ’

V2 -1 2V2
A=~ =3-2V2 B = —"— =4-2V2,
R E LT V21

V2B 2/3

A=YV 549V6, B = —2"_ = —4+2V6,
VR REERE

La corrente riﬂeSSa é
. h 2 2\ _
joo= =gk (lAf + 1AL ?) =
_ g (66 —12v2 — 20x/6) -
2m
hkz(33—6\/§—10\/6),

m



R=|2|=33-6v/2-10v6
Ji
quella trasmessa
, h
v (Q1 1B1]* + g1 |B71|2) =
m

hy/1
= 7VT (-32+6v2+10V6) ,

it

T = = —32+6V2+10V6

K2

o = % Per le due componenti dello spinore abbiamo

eikx +Ale—ikz z<0
Uy (z) = {

Bie 1% x>0

ikx —tkx

eT 4+ A_qe z<0
7?—1 (1‘) = g1

B_qe'd-t x>0

con g1 =k = 7”’;1‘/0, q_1 = 7“)’;?‘/0 Dalle condizioni di raccordo si ottiene
1 +A1 = Bla
1- A, = iB,
1+A, = B,
1-4, = oy,
le cui soluzioni sono 1 9
—1
U Y b
k—q_ 1-+3
PR SR ek L RS I SR

Cktq1 1+3
La corrente riﬂessa é

. h 2 2\ _
gro= =gk (1A + 1AL
- JmVO(472\/§),

m
R=|2]|=4-2V3
Ji
quella trasmessa
h 2
] = —q_ B_ =
Jt 2mq 1|B-1|
Ve
- mo\/g(g_\/g):
m
_ VYmh (2\/5—3),
m
T = |2 =2/3_3.
Ji

Esercizio 6. L’Hamiltoniana di due particelle distinguibili con spin s; =so =1 ¢é
H:—g§1~§2, con g >0

Determinare gli autovalori e lo stato fondamentale con relativa degenerazione. Cosa cambia se si aggiunge il termine
nell’hamiltoniana
—B(S1. + Sa2,) .



Sol: Notiamo che

quindi

§1.§2:(

N ~\2 - =
Gli autostati di questo operatore sono quindi gli autostati simultanei di (81 + Sg) , S?, 83
|17 17 la m> 9
conl=0,1,2 e m=—I[,...,l. L’'Hamiltoniana si puo scrivere come
- =\ 2 i i
(Sl + 52) -5t -8}
2 b

H=—gh?
per cui i suoi autostati sono
I(1+1)—4
2 )
e hanno degenerazione d = 2] + 1. Lo stato fondamentale ha energia

Ey = E(2,m) = —gh,

E(l,m) = —gh?

con degenerazione d = 5. Introducendo il termine ulteriore, la degenrazione si rompe, le energie diventano

I(l+1)—-4
2

quindi lo stato fondamentale non é pitt degenere ed ha energia

Ey=E(2,2) = — (gh® + 2B).

E(l,m) = —gh? — Bhm,

Esercizio 7. Due rotatori liberi distinguibili hanno Hamitoniana
2, 2@y
. o2
1. Stabilire se H commuta con L, = L,; + L5 e con L? = ’Ll + Lg’

2. Determinare ’energia e la degenerazione dello stato fondamentale e del primo eccitato in funzione dei valori di
I .

Sol:
[L, L. = [Li,L.s] =0,
[L},L?] = [L3,L?] = 0.
Autostati
|11, la;m1,ma) ,
(oppure |l1,12;1,m), ma non conviene usare questa base)

Ii(li+1 Ia(l2+1
P IUES I TR

26 215
Lo stato fondamentale ha energia
Eo,0 =0,
e non ¢& degenere. Il primo stato eccitato é:
e Sel; > 1
1
E il
1,0 Il ’
ed ha degenerazione 3.
e Sel; < I,
1
Enq — —
0,1 1—2 )
ed ha degenerazione 3.
e Se Il = IQ =1
1
EF=-
1

e ha degenerazione 6



