Esercitazione 10

13 dicembre 2024



Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Una misura di momento angolare orbitale lungo un asse nell’atomo di idrogeno fornisce sempre il valore
7h Determinare il valore minimo che puo fornire una misura di energia su tale stato.

Sol: Lo stato é una combinazione del tipo
co n—1

P) = ZZCN [n,1,7).

n=8 I=7
Una misura di energia puo fornire il valore minimo

Ey
64"

g = —

Esercizio 2. Una particella di massa m € sottoposta ad un potenziale armonico isotropo bidimensionale di frequenza
propria w. Tale potenziale é perturbato dal termine
V = —)\xy
con A costante positiva.
1. Determinare la correzione al primo ordine non nullo allo stato fondamentale ed al primo eccitato
2. Quale degenerazione é rotta dalla perturbazione?
Sol: L’Hamiltoniana imperturbata del sistema &

2 2 2
P; +p
Hy— =¥ 4 T (32 4 y?) — hw (ala, +ala, + 1),
2m 2
[Ho,L.] = 0.

Lo stato fondamentale imperturbato ¢é
1E) =10y, 10),, B = hw.
Il primo stato eccitato é degenere

B = [0y, 1), 1B = (1), [0}, , B = 2ha.

Yy
1. Teoria perturbativa

%

B = (EPIVIES) = =%~ (0] (a, +al) (a, +al) 0) = 0,

V10,0

gDy (n, m\ _

B = -3 G )
B LEQ (n,m|ala;5|0,0> i, m) =
2 hw (n 4+ m) T

n,m

A2
- 2
477w|’>’

A2
8hw
Il primo stato eccitato ¢ degenere per cui nel sottospazio corrispondente la perturbazione é rappresentata

dalla matrice )\52
0 1
V=3 ( 10 >

con autovalori j:’\Téz. Le correzioni allo stato eccitato sono quindi
1 A2 A2
B = 5 B = -

Le correzioni allo stato eccitato sono gli autovettori della matrice

0 0

|ESY) +1E1)
\/i 9

| E(0)> | E(0)>
- vz

B = (B |VIE) = -

1
1B =



2. Possiamo introdurre gli operatori
a, *ia,

a - T =
T

in termini dei quali
Hy =hw (aiﬂra_ir +ala_+ 1) ,
L.=-h (aia+ — aT_a_) .

Gli stati imperturbati possono essere scelti come stati simultanei di Hy e L,. La perturbazione rimuove la
simmetria per rotazione intorno a z, per cui la nuova Hamiltoniana non commuta pitt con L,. Rimuovendo
questa simmetria si rompe la degenerazione.

Esercizio 3. Una particella di spin % si trova inizialmente nell’autostato dello spin lungo l’asse zcorrispondente

all’autovalore //2. Lo spin evolve secondo ’Hamiltonianan
H=—en-7,
dove ni & un versore che individua una direzione inclinata di 45° rispetto all’asse positivo di z.
1. 0, é un acostante del moto?
2. Quale é il periodo associato all’evoluzione dlelo stato?
Sol:

1. [H,0.] # 0 quindi 0, non ¢ una costante dle moto.

2. Operatore di evoluzione temporale:

U = et =Tcos %t — M- Esin%t =
= Icos %t — % sin %t.
€ 1 € 1 €
U|lt) = |cos—t — —sin -t — —sin—t|{).
1) = (cos = g sin 5 ) 1) = s sin e 1)
Periodo: "
rer=17="0
h €
Esercizio 4. Due rotatori liberi distinguibili hanno Hamitoniana
_Li L3
2, 21y

. L2
1. Stabilire se H commuta con L, = L,; + L,5 e con L? = 'Ll + Lg’

2. Determinare I'energia e la degenerazione dello stato fondamentale e del primo eccitato in funzione dei valori di
I 1,2-

Sol:
[Li]—-‘zl] = [L%7L22] = 07
12,17 = [L3,17] = 0.

Autostati
|l17 12; my, m2> )

(oppure |l1,12;1,m), ma non conviene usare questa base)

l1 (ll + 1) lo (ZQ + 1)
_ 12
By =P ( of, | 2L, '

Lo stato fondamentale ha energia
Epo =0,

e non ¢é degenere. Il primo stato eccitato é:



e Sel; > 1
h2
E =
1,0 Il )
ed ha degenerazione 3.
e Sel; < )
h
E =
0,1 12 )
ed ha degenerazione 3.
e Seli=I1,=1 ,
h
E=—
I

e ha degenerazione 6

Compiti per casa

Esercizio 5. Oscillatore armonico tridimensionale. Calcolare le energie e gli autostati dell’oscillatore armonico
tridimensionale isotropo

=2 2

p mw- o
H=~—+—7r°.

2m+ 2

Descrivere lo stato fondamentale e il primo eccitato in termini di autostati del momento angolare e nella loro rappre-
sentazione in termini di (ng, ny, n.).

Sol: Possiamo scomporre I’Hamiltoniana in tre oscillatori armonici lungo le tre direzioni
H=H,+H,+H,,
2 2
| & mw
H. =L 2,
1 Tom T2 Y

e quindi definire la base
Mgy My 12) = M) (M) [02) -

Poiché 'Hamiltonaian é separabile, i vettori di tale base sono anche autostati dell’energia
H |nm7 Ty, nz> = Enz,ny,nz |nx; Ny, nz> 5

con

3
E‘nmny,n‘z = hw (TLI + Ty +n, + 2) .

Ovviamente, tutti gli stati con n,+n,+n, = n sono degeneri con degenerazione d = (";f;l) = (”;2) = %

Possiamo scrivere
3
H=hw (n + 2) ,

con n = n, +n, +n.. Notiamo che abbiamo a che fare con un potenziale centrale e I’equazione di Schroedinger
si puo scrivere in coordinate sferiche come
21 0% mw?

1
2 [2 9 E
2m 7 87 2 7 2m ( ’ ):| ’lp 1/)7

per cui la funzione d’onda si puo separare in una parte radiale ed una angolare
ZZJ = Rl (T) )/lm (97 QS) .

Come per tutti i potenziali centrali, [H,L?] = [H,L.] = 0 e quindi anche [n,L?] = [n,L.] = 0. Possiamo quindi
scegliere una nuova base di autostati simultanei di n, L2, L,

|, l,m) .
In questo caso il momento angolare é conservato, per cui lo stato fondamentale &

In=0,l=0,m=0)=|n, =0,ny =0,n,=0).



La funzione d’onda corrispondente é

2 3
1 2 22 4y2422 1 2 2
(z,y,2|ne = 0,ny = 0,n; = 0) = < i ) QL S

e, come previsto, non dipende dalle coordinate anglolari. Il primo stato eccitato ha momento angolare [ = 1, lo
spazio degenre corrispondente €& generato sia dai vettori

Ingy =1,y =0,n, =0), [ng =0,ny =1,n, =0), In, =0,n, =0,n, =1),

che dai vettori

n=11l=1m=1), |n= :0>,|n:1,l:1,m:—1>.

[ng =1,ny =0,n, =0) = < \fe 2e2x—A(r)cos¢sin0

T
1

= V2e 22y = A (r)sin ¢sin 0

\/\—/

Ingy =0,ny =1,n, =0) —(

[ng =0,ny =0,n, =1) =

> V2e 22z = A(r)cosf

7 N
é&

Ricordando che

1
yo = —
0 47
3
YY) = —cosf
T
3 .
Ylil = Fy/—eF?sing
T

otteniamo

[ng =0,ny, =0,n,=1)=|n=11=1,m=0).
Esercizio 6. [’Hamiltoniana per una particella di spin zero ¢ data da

L; +L h
=2 Y \"L2
21 +)\IU v

con \ parametro perturbativo. Determinare la correzione al prim’ordine dell’energia dello stato fondamentale e 1’ordine
zero degli autostati ad esso associati nel caso [ = 1.

Sol: L’Hamiltoniana imperturbata é

ol
quindi gli autostati imperturbati sono |/, m) con autovalori
h2
€lm = 2[ (l(l—i—l) )

Nel caso I =1 )

€Em = E (2 - mZ) ,
lo stato fondamentale é doppiamente degenere per m = +1
h2
6_(] = ﬁ



Per determinare la correzione delle energie abbiamo che nel sottospazio degenere, corrispondente al proiettore
P=11,-1)(1,-1| +11,1) (1,1], il potenziale perturbativo &

horo h 2 2

—PLP = —P(L3+L>+LyL_+L_L;)P=

Iy 41

h
= 7P (L3 +12 4200, + 2L Ly)P =
0

_o2nr (0 1
- \1 1)

Ui—fli(lj:\/g)7

[Wq) = \/5;\/5 <_“2E¢5|17—1>+1,1>> :

questi ultimi sono 'ordine zero degli autostati perturbati, mentre al prim’ordine le energie sono

Gli autovalori sono

con autostati

2
€+ = — + Ant.
+ 27 N+
Esercizio 7. Una particella di massa m ¢ sottoposta ad un potenziale armonico isotropo tridimensionale

1. Scrivere autostati ed autovalori dell’Hamiltoniano.

2. Aggiungendo il termine pertubativo
V(r)=X(z)d(y)d(z) A>0

Determinare la correzione al primo ordine per I’energia dello stato fondamentale e del primo eccitato.

3. Stimare in base al calcolo precedente il valore di A per il quale 'energia dello stato fondamentale uguaglia quella
del primo eccitato e commentare il risultato ottenuto in termini della validita della teoria delle perturbazioni.

Sol: Gli autostati dell’energia nel caso imperturbato sono

H |7y, 0y, Nz) = €m |Ng, Ny, N2

3
em—hw<m—|—2).

Lo stato fondamentale ¢ |0,0,0) con energia ¢y = %hw Il primo livello eccitto é tre volte degenere con energia
€1 = 3w e autospazio generato dai vettori {|1,0,0),]0,1,0),|0,0,1)}. La correzione dello stato fondamentale ¢

conm=ng+ny+n,e

oo

3 3
1) _ _ 1 _22 _ 1
Ey’ =(0,0,0/V|0,0,0) = A (ﬁﬁ) /_Oo dedydze 220 ()5 (y) I (2) = A (ﬁf) .

Per quanto riguarda il primo livello eccitato il potenziale ha tutti elementi di matrice nulli nel sottospazio degenere,
per cui la correzione al prim’ordine é nulla. I livelli si incrocian al prim’ordine quando

1 3
oo (Gx) -

()

N < 78 B3 hw.

ossia per

La teoria al prim’ordine é quindi valida per

Esercizio 8. Una particella in 1D & vincolata a muoversi nel segmento —% <z < % ed é soggetta a un potenziale

B2 | x L L
——<r< .

V(x)= /\72mL2 sin T 5 5

Determinare lo stato fondamentale e la sua energia fino al primo ordine non nullo in A.



Sol: Per il problema imperturbato lo stato fondamentale &

(elvd) = @ cos 7.

~

con energia

o_ 7T2h2
L™ omL?
Correzioni al prim’ordine
. TX
Bl = A ] sin ) -
)\QEO /L p o T . TT
= A— T cos” — sin — =
L Jc L L
2E0 [z
= = ds cos? ssins = 0
™

wh =3 '1/’)” 0

m=2
Per j=1,2,...
WAV = 222 [ e cos Tasin Teos TE 2T
51V (%) [¥1) = L/, z cos Fasin — cos 7 =
2E9 T T 2mjx
0 0y _ -1 - i =
(o;IV (%) [¥7) = A 7 7%dx cos — sin 7 sin 7
2E) [*
= )\—/2 ds cos ssin ssin (2js) =
™ fus
2
EY) [®
= )\—1/ ds sin2ssin (2js) =
m J_x
2
EY 7
= )\i/ﬂrdt sin ¢ sin (jt)
cost cos (j )—I—blntbln(]t): s((j—1)t)
cost cos (jt) — sintsin (jt) = (( +1)t)
antsin () = (0= D0 —cos(G+ 1))
2
o 0 E) [T ) .
ORIV GO = A [ de (oos (G = 1)8) — cos (G + ) 1) =
AEY
= 15],
quindi
(¥3|V () [U7) A
v1) = _2T?1 [¥3) = % [¥3) s
V36 + A2
Correzione al second’ordine
A2 EY . TX
B = - OlSlH*|¢3>=
)‘QEO d cos 2= sin i 2m
= —sin — sin — =
A T 7
NE) [

= - L ds cos ssin ssin2s =
w3

A\2E0 5 A\2E0 [T
= - L / ds sin? 2s = — 1 / dt sin? ¢
w6 J_ w12 J_.

|
[NE)

NIE]



I:/ dtsith:/ dt (1—cos’t)=2n—I=1I=n

A2E?
12

)\2
EI:E?(l—IQ>.

Esercizio 9. Dato un oscillatore armonico in 2D descritto dall’Hamiltoniana

E} =-—

+ 2
H, = L?mp” + ; (x* +y?),

si aggiunga il termine perturbativo
AV = dmw?xy, 0< A< 1.

Calcolare i primi due livelli energetici e i rispettivi autostati sia con la teoria delle perturbazioni al prim’ordine non

nullo, sia esattamente. Confrontare i due risultati nel limite di A — 0.

Sol: L’Hamiltoniana imperturbata si separa nella somma di due Hamiltoniane di oscillatori armonici indipendenti nelle
due direzioni
Hy=Ho, +Hop,.

Un set completo di autostati &€ dato dal prodotto
|’(/}n:):7ny> = |ng) |ny> )

con energie
€m =hw(m+1), m=n,+n,.

Ogni stato ha degenerazione pari a
dp, =m+ 1.

Lo stato fondamentale é
[ng =0,ny =0), € = hw,

il primo livello eccitato ha energia
€1 = 2hw,

e 'autospazio ¢ generato dagli stati {|n, = 1,n, =0),|n; = 0,n, = 2)}. Ricordiamo inoltre che

[2
Xy =5 (asay, +aTaT +ala, +al T)

e Teoria delle perturbazioni. Per quanto riguarda lo stato fondamentale la correzione al prim’ordine
all’energia é
58" = mw? (0, 0[xy]0,0) = 0,

la correzione allo stato

1
W) =mw? Y —mx’"”'xy‘o’m|0,0>=—1|1,1>.

€p) — €
N ,ny 70,0 0 Natny

La correzione al second’ordine dell’energia ¢é

42
5(()1) = mw? (0, O|xy|1/1(1)> —mw?— = ——

o< (100 = 2.0 ) s oo (1-3) |

Per quanto riguarda il primo livello eccitato, il potenziale si rappresenta nel sottospazio come

9o w0 1\ _ Tw
WXy = — 1 0)=73

ottenendo

Dai suoi autovalori e autovettori si ottiene

|1,4) = 101)£]1,0) 1>\2|1 0 , B+~ hw (2 + ;) .




e Risultato esatto. Conviene effettuare la traformazione canonica

f_XtTy o, _ XY
X =

77 Yy :W,
/7pz+py ,7prfpy

Con questa trasformazione I’Hamiltoniana diventa la somma di due oscillatori armonici con frequenze diverse

2 2 2

(P/)i +(p') mw mw
H/ —_ 2m Yy + 2 (X/2 _|_y/2) 4 )\ 2 (X/2 _ yl2) — Hw’ (W+) 4 Hy’ (w_)7
h
wy =wVIEN b =
mw+

Lo stato fondamentale ha energia

By =" (VITX4+vI—A),

e autofunzione
12 12

Per A =0

7:”/2‘*’3!’2 _ mw x'2—y'2 2?4 y2 wA TY _xty
0

_ e 202 e~ R4 e 22 e h 2 e 202 1 MW Ty A
o NG o~ NG ~ im - - O“/JO*Z?/JLL

Per quanto riguard il primo livello eccitato

hw
By = (3\/1+>\+\/1 —/\),
hw
Ey o= 5 (\/1+)\+3\/17)\>,
22 42
B _241 e_ﬂ 2!
:UI, ’ 267 z
Y11 (@, y) ol il Ly
m/2 1/2
67243 672;14727 y/

n / /
W)= oY
V2 (Ty) = —mm== 2

A
E1,127W(2—;\>,E1227iw<2+2)a

_ 22442
e 202

g~ —9
o o

22492

Per A =0

(x +y) < 1,0+ vo,1,

’(/; e 202 9
b 0227

Esercizio 10. Un oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w ¢ perturbato dal termine

(x —y) ocabr0 — Yo,

V = =A(xp + px)
con X e p operatori coordinata ed impulso rispettivamente.

1. Quali sono le dimensioni di A?

2. Qual ¢é il regime di validita della teoria delle perturbazioni?



3. Calcolare la prima correzione non nulla dei livelli imperturbati.

4. Confrontando con la soluzione esatta determinare il regime di validitd della teoria delle perturbazioni dalla

condizione
E,(\) - B (V)
hw

dove FE,, (\) & Pautovalore esatto dell’energia eEM (M) & Pautovalore all’ordine 1 in A.

< 0.1

Suggerimento: per la soluzione esatta trovare la trasformazione canonica che riduce I’'Hamiltoniano in presenza di V' ad un
Hamiltoniano armonico. Se si vuole si pud esprimere anche x e p in termini degli operatori di creazione e distruzione

Sol:

L [VI=[\] = =[]
2. Validita AE, < Ac,

3. Livelli imperturbati

1
en:hw(n—i—Z), In) .

Il potenziale si esprime in termini di operatori di creazione edistruzione come
V = —ih\ (al? — a?).
Segue che la prima correzione delle energie ¢ nulla
EW = (n|V|n) = 0.

La correzione all’autostato ¢

(K[VIn)

py = 3 VI gy
k%n n k
2|V - 2|V
_ AV eV
€p — €En+2 €n — €n—2

- 4% (\/(n+1)(n+2) In+2)—nn—1) |nf2>).

La correzione al second’ordine dell’energia é

2
ABY = (VD) = S (cnn = 1) + (n 4 1) (n42)) =
= f¥(2n+1).

Quindi la teoria & valida per i livelli pit bassi, per cui
EWY < hw,

ossia per

4. Possiamo riscrivere I’Hamiltoniana come

con

g A w
2 —
hh( i\ % ) h(200+)\02).

La forma quadratica puo essere diagonalizzata con la trasformazione canonica che agisce come un cambiamento

di base
a b
r(a)=(5)

H=(a',a) TTTTlhT1T< ¥ >
a



e tale da mantenere le regole di commutazione

(b',b) 03( b ) _ (a',a) T‘LagT( a ) 1

Deve quindi valere
TTJ3T = 03, — ’I‘T_1 = o03Tos,

che, inserita nell’Hamiltoniana da
H = (b,b) 03To3hT! ( ;’T ) .
Possiamo allora scegliere la trasformazione T che diagonalizza 'operatore (non pit hermitiano)
osh="h (%03 — i)\01> .
Gli autovalori di questa nuova matrice sono

w 42
—+r\ -2

quindi I’'Hamiltoniana nella nuova base é

42
H=hoy/1- 25 (2b'b+1),
I’energia dello stato fondamentale é
4\2 hA2
By =i 1o e A
w 2 w
In generale
E.(\)-EP N 1 4N2 22
% =3 l———-14+—](2n+1)
Condizione di validita
4\? 2)? 0.2
1- = —1+2 .
w? w? 2n +1
Sviluppando la radice
gt 0.2



