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0.1

Traslazioni

L’ operatore di traslazione in 1D &

Esso trasla di a la funzione d’onda

come appare chiaro dallo sviluppo

Y—a)= (Z(—n”ﬁjxﬁ) V)= (Zn. (~+0) >w<x> = (r).

n=0 n=0

Lo si puo vedere anche scrivendo esplicitamente la rappresentazione dello stato traslato e inserendo una completezza
espressa nella base degli autostati dell’impulso

p(z—a) ~

dp ei h_

@ Tal) = / dp <x|p><p|w>e*i%:ﬁ /

Gli elementi di matrice nella posizione sono
(x| Tal2")y =60 (x — 2’ —a),
ossia ’azione dell’operatore di traslazione sull’autostato della posizione é
Talz) = [z +a).
Avzione sugli operatori:
x|z) =z |z)
xTolz) =x|z+a)=(x+a)|z+a)
TixTo o) = (z +a) T | + a)

ossia
X =TIxT, = x+Ia.

Allo stesso risultato si poteva arrivare anche derivando rispetto ad a

0 1
—X = = T =
da* =gl PxTa=1

In 3D, le traslazioni lungo le differenti direzioni commutano

- B0 - Px T - Py Yo iPz%0

Tm=e"h =e "k e "R et R :7;((416)7;(01/)7;(02).

La traslazione & una trasformazione unitaria poiché p - 7y & hermitiano

T _ =1
7;0 - 7;6
La traslazione lascia invariato 'impulso perché commuta con esso
f _
|:7;,—(~), pj] =0.

Tutti gli operatori che commutano con il generatore della traslazione sono invarianti per traslazioni.



0.2 Evoluzione dello stato (rappresentazione di Schroedinger)

In rappresentazioe di Schroedinger gli operatori non evolvono (ma possono dipendere esplicitamente dal tempo), mentre
gli stati evolvono secondo ’equazione di Schroedinger

0]
tha 19 () =H(1) [ (1))
Lo stato evoluto si ottiene applicando allo stato iniziale 'operatore di evoluzione temporale

[ () =T (6)[¢(0)),

il quale soddisfa ’equazione differenziale )
ihU (t) =H (t) U (),

con condizione iniziale U (0) = I. L’equazione precedente puo essere scritta in forma di equazione integrale come

U(t):I—%/O drH(r)U (7).

Da quest’ultima ¢ possibile scrivere formalmente la soluzione in forma di serie (serie di Dyson)
U(t) = I—f/dTH hQ/dT/dTH (r)H (")

hs/dT/ dT/ dr"H(r)H(r)H(") +... =

= IiﬁFl() th()

- g;(—;)nFn@>

t T1 Tn—1
:/ dn/ dro / dr, H(m)H () ...H(7,).
0 0 0

e Nel caso di H indipendente dal tempo

ﬁ3

con Fop=1Te

Poperatore di evoluzione ¢
E unitario

Uuut () =1,
equivale quindi a un cambio di base. Mantiene la normalizzazione e preserva i prodotti scalari
W) [n(6) = (@ (0) [T () U (t) In (0)) = (v (0) [n (0)) -
Per tempi infinitesimi
H

Quindi H ¢ il generatore infinitesimo delle traslazioni temporali. Possiamo scrivere ’evoluzione temporale sfruttan-
do la scomposizione in autostati dell’energia ottenuti come soluzione dell’equazione di Schroedinger indipendente
dal tempo

H |En> =E, |En> )

D=3 cn () B

V() = ch e HH|E,) =
ch 0 e_ﬁE"t\En>,



en (1) = ¢y (0) e 7 Ent,

Gli autostati di H sono stati stazionari (evolvono soltanto per un fattore di fase)
|E,) = e #Ent|E,).
e Se H dipende dal tempo e se [H (t) ,H (¢')] = 0 per qualsiasi ¢,t’ si pud mostrare che

U (t) = ¢ Jo 47 H(T),

e In ogni caso U (t) & sempre unitario. Questo si pud vedere notando che

U OH@®U@E) = iU ) U@) =ik [jt (UT(t)U(t))—I'JT(t)U(t)]z

dt

- m% (U (1)U (8) + UT () H () U (1)

- a5 (U OUEe) - U OEOU ) -

ossia,

(Utu@®)=0=U'(1U(@) =1

=

Esercizio 1. Data I’Hamiltoniana )

.
H_2m+V(X)a

quali sono le condizioni perché sia invariante per traslazioni generiche o per una traslazione specifica di zy?

Sol: E invariante per traslazioni generiche solo se V = 0. Fissato zy essa puo essere invariante per traslazioni di questo
valore se V (z) = V (z + zo) ossia se ¢ una funzione periodica di periodo zy. In questo caso, ’Hamiltonianan ¢
invariante per tutte le traslazioni di quantita multiple di zq.

Esercizio 2. Se T, |z) = |x + x0) quanto vale Pelemento di matrice (p/|T,,|p)? come si trasforma l'operatore xp sotto
tale trasformazione? E l'operatore ¢ = xp + px”?
Sol: Poiché T,, = e~*"%" si ha
_;PTo
Tzo IP) =€ 7 |p),
e quindi e o
P Taolp) =77 (P'lp) =" o (p—p).

Gli operatori in questione si trasformano come
T xpToo = Tl xToyP = (X + 20) P = XP + ZoP,

7-9:T pX7-I0 = pETOXEO =P (X + 330) = px + 2oPp,

0

7’;007;0 =c + 2z9p.
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