Lezione 13,/10/2023

0.1 Rappresentazione di Heisenberg

Nella rappresentazione di Heisenberg sono gli operatori e non gli stati ad evolvere. Applicando un operatore su uno
stato che evolve si ottiene

Aslo(t))g =AsU ) [v(0)g = |u(t))s =U(#)[u(0))s,

che, moltiplicando a sinistra per U' (¢), diventa
U' (1) AsU (t) [v (0)) = [u (0)),
ossia ’azione dell’operatore in rappresentazione di Heisnberg
An (1) = U (1) AsU (1),
avente come input e output i due stati iniziali indipendenti dal tempo (rappresentazione di Heisenberg degli stati)
Ap(t)|v)g = lu)g-
L’equivalenza di queste due rappresentazioni é evidente anche nel calcolo dei valori medi
(As) = (¥ () |As|y (£)) = (¢ (0) [UT (£) AU (£) ¢ (0)) = (¢ (0) |Aw () |4 (0)) = (Ap) .

Piu in generale, gli operatori potrebbero avere una dipendenza parametrica dal tempo anche in rappresentazione di
Schroedinger, in questo caso
Ay (1) =U"T () As () U(1).

L’evoluzione degli operatori é data da

d

ZAn(t) = U0As(UN+U () As (1)U 1)+ U (1) As () U (1)
d i .
SAu(t)=1U(O)H (1), As ()] U (1) + U () As () U (1)
e Nel caso in cui Ag e H sono indipendenti dal tempo si ottiene
d i
—A =—-[HA .
SAn (1) = 1 [H, A (1)
e Notare che se
H,As] =0,
allora
Ay (t) = Ag,

ossia Ag = Ay & una quantita conservata.

e Data un’Hamiltoniana di singola particella in un potenziale si ha

2

p
H=F v
2m+ ().

Hx] = [px] =

DX =i
2m P, - mp7

Sike

per calcolare
H,p] =[V(x),p],

possiamo sviluppare in serie di potenze il potenziale
V(x) = Z VX",
n

e notare che il commutatore fra I'impulso e una potenza intera della posizione &

x",p] = x[x""'p]+xp]x"!=

,p] +x[x,p]x" % + [x,p]x"" =

_ X2 [Xn—Q

= ...=nx""Yh



per cui
[V (x),p] =ihV' (x).

Si ricavano quindi le equazioni del moto per gli operatori in rappresentazione di Heisenberg classiche

.1 p
- _H.x] = =
X h [H, %] m
. 7
p= 5 H,p] = -V’ (x).
Per 1 valori medi vale il Teorema di Ehrenfest
d, . _(p
dt () = m

Esercizio 1. Studiare per una particella libera 1D le equazioni del moto degli operatori in rappresentazione di Heisenberg

e dei relativi valori medi.

Sol: Dall’Hamiltoniana )
H=2
2m
si ricavano le equazioni del moto ’
X = % [H, X] = %7
i
P= ﬁ [Hv p} =Y

la cui soluzione &

t) =x(0)+ —t.
x(t) =x(0) + 2
Per quanto riguara i valori medi
d, . _(p)
dt <X> - m I
d
% <p> — Y

Esercizio 2. Studiare per una particella 1D sottoposta a una forza costante le equazioni del moto degli operatori in

rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi.

Sol: Una forza costante F' corrisponde a un’energia potenziale V (x) = —Fx

2
p——Fx,

H:
2m

da cui si ricava )
i

x=L[H,x =2,
m

- St

2

p=7[Hp]=FT

p () =p(0) + 1F,

&t + Iitz.
m 2m

St

x (t) =x(0) +



Valori medi:

d (p)

at (x) = m

% (p) = +F,
(@) =(p(0)+Ft,

Esercizio 3. Studiare per una particella 1D sottoposta a una forza elastica le equazioni del moto degli operatori in
rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi.

Sol: Energia potenziale elastica: V (x) = £x2,

2

P k_,
H=-P> 7

2m+2x7

X:Z[Hax]: >

St
3o

p= % [H,p] = —kx.

La soluzione dell’equazione del moto ¢ il moto armonico con frequenza w = 4/ %
(t) =x(0) tr— (0) sinwt
x (t) = x(0) coswt + — sin wt,
mwt

p (t) = p (0) coswt — wmx (0) sin wt,

Valori medi: 4 )
1%
% <X> = Wa
d
By =k (x),
(x(t)) = (x(0)) coswt + % sinwt,

(p (1)) = (p(0)) coswt — mw (x (0)) sin wt.

Esercizio 4. Studiare per una particella 1D con un’energia potenziale V oc x* le equazioni del moto degli operatori in
rappresentazione di Heisenberg e dei relativi valori medi. Confrontare con 1’analogo caso classico.

Sol:
2

Valori medi: J »)
_ \p)
dt <X> - m I
d _ 3
P (p) = —=3v(x’).

Notare che in questo caso, le equazioni per i valori medi differiscono dal caso classico perché <x3> #(x)° .




Esercizio 5. Scrivere la funzione d’onda piti generale v () = |4 ()| e?(®) tale che

)

cost per —a<z<a
Y ()| =
0 altrove

e per la quale valga (p) = 0, calcolare la varianza di x. Scrivere la funzione d’onda nello spazio degli impulsi nel caso
generale e nel caso in cui 0 (x) = 0 e calcolare la varianza di p in quest’ultimo caso.

Sol: Normalizzazione

(Wlw) = /d:c b ()2 = 2acost? = 1 = cost — \/%
Si ha u
Wlxiy) = 5. [ dea=o,
a 2

2y L 2 _ @
) = o [ dra? =%

—a

Valor medio dell'impulso
Wiply) = [ do (wlo) (alply) =
_ fm/ do i ()] =@ (5 (2 +a)— 0z —a)+i |6 ()] %9 (as)) (if(@) _
_ —ih/da: ()| <6(x+a) S —a)+i b ()] ie(@) _
_ —m(;j% _ ;\/12?“2/_2@;;9(@) -
_ %(0(@) —9(—a)) =0
La condizione ¢ quindi che 0 (a) = @ (—a) . Nella rappresentazione degli autostati dell'impulso
Wiy = [ do tplo) (alv) =
Nﬁ /a dz eV (@),
Se () = 0

1 a
2vVarh J—q

Z\/ﬁ ( _;pa ’iﬁ) h Sln%
— P — e h — e h — _— .
2p/am Var p

[ . a
Wiple) = o [ dpsint B — o

— 00

dre ' =

(pl)

Varianza di p

Esercizio 6. Sia |¢) uno stato di singola particella corrispondente alla funzione d’onda

N

Y (z) = (z|Y) = \/ﬁ7

1. Calcolare la normalizzazione N

2. Calcolare il valor medio su questo stato di x e di x>

Sol:



1. Normalizzazione

= |N)? arctanz|™_ = |N|* 7

R

quindi

2. Valori medi

1 [ T

) _E/OO .T2 B
<x >—ﬂ_ _Oodxil—i—xQ =00

Esercizio 7. Pacchetto gaussiano. Data una distribuzione di probabilita gaussiana per la posizione di una particella
quantistica

2 1 7(1*10)2
) = €T = —¢e 202,
g(x) = ¢ (o) o3

la piu generica funzione d’onda ad essa associata €

@)= lal) = ) e T = ),
m)* O

dove ¢ () & una qualsiasi funzione di z. Tale fase non cointribuisce al calcolo dei valori medi di tutte le funzioni di x
infatti i valori medi

oy = [ oo @)
non sono altro che i momenti della g (x). In particolare
{x) = o,
(x*) — (x)? = o2

La fase ¢ (z) invece appare nel calcolo dei valori medi delle funzioni di p, vediamo ad esempio

(p)

lpl) = [ dsds’ (wla) elpla’ (') =
/:)O dxdx’ * (z) (—ih6 (x — ') ddac’) (2 = —ih/jo dx* () %¢ (r) =
= —ih/_oo dz e\ /g (z) <i<p e @)\ /g (x) — @) \/Q) =

= [ g @),

— 00

e Nel caso in cui ¢ = const

e Nel caso in cui ¢ = kzx
(p) = hk.

Il calcolo delle medie delle potenze di p si pud eseguire in maniera analoga
n v [ ey A"
(p") = (—ih) dz ™ (z) dﬁw ().

oo x

Puo essere utile esprimere lo stato nella base degli impulsi eseguendo una trasformata di Fourier della funzione d’onda
0o Cep
o) = (o) = / iz Glo) () = o= [~ o F o) -
\/7
= / da e~ i(F—9(®) o~ - LO) .




Nel caso in cui ¢ () = ka si ha

L)
N P —— / da e~ K =1k~ T
2w h(2ﬂ')z
_ 1 / dse (S+To)( )
2
_ 20 eflxr?(p hk) (P ﬁk)2

Vah (W NG
corrispondente anch’essa ad una distribuzione di probabilita gaussiana

fa _ 20%(p—ni)?
b = TEe

In questa rappresentazione si possono facilmente calcolare i valori medi delle potenze di p come i momenti della
distribuzione

* 2
{(p") = / dpp™ |9 (p)I”,
—0o0

per cui troviamo di nuovo

(p) = hk.

Si ricava immediatamente la varianza di p che é

(p*)—(p)? =02 = "
p 40.2’

e da questa possiamo verificare la relazione di indeterminazione per posizione/quantita di moto

O'O'p - —.

2
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