Lezione 17/11/2023

Esercizio 1. Calcolare i valori medi di L, e L, in un autostato generico di L2eL..
Sol: Ricordando che
Lyjl,m)= fe(l,m)|l,£1)

<l’m|Lw|l7m> = <l’m| (Ly + L*) |l’m> =

[f- (,m) {,mll,m — 1) + fy (L,m) ([, m|l,m + 1)] = 0.

N~ N —

Discorso analogo per L,,.

Esercizio 2. Calcolare i valori medi di L2 e LZ in un autostato generico di L? e L,.

Sol: Ricordando che
[Ly,L_] =2AL,,

possiamo esprimere i quadrati delle componenti x e y del momento angolare come

L2 +L2 +2L_Ly +2AL,

2 _
L, = 1 ,
o -L2 —L% 4 2L_Ly +2hL,
y 4 )
quindi
1
(I, m|L2|l,m) = 3 (I, m| (L_Ly + hL,) |l,m) =
1 mh?
= §<l,m\L_L+|l,m>+T =
h2
= ?(l(l—i—l)—m(m—kl)—i-m) =
h? 2 2
= 5 (1(1+1)—=m?) = (I,m|L;|l,m)

Esercizio 3. Stimare il valore minimo del prodotto
2
((AL)*) ((AL,)*),

su di un autostato di L2 e L. Calcolare esplicitamente tale prodotto per | =1 m = 0.

Sol: Per il principio di indeterminazione si ha
2 2 1 s N,
> — m = .
(ALY (L)) > 1 (L] Lo Ly o) P = o

Poiché )

)
<lvm|Li|l,m> = <lam‘L§|lam> = ? (l (l + 1) - m2) ’

il minimo di indeterminazione si ha per m = =£l.

Esercizio 4. Calcolare il valor medio, su di un autostato di L, e L2, della componente del momento angolare lungo
una direzione 7 che forma un angolo 6 rispetto alla direzione z.



Sol: II versore ha coordinate
71 = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 9) .

Ricordiamo che
(I, m|L.|l,m) = hm,

(I, m|Lz|l,m) = (I, m|Ly|l,m) =0,

e quindi .
(I,m|7i - L|l,m) = hm cos 0

Esercizio 5. Calcolare autovalori e autovettori di L, e L, nel caso in cui [ = 1.

Sol: Per simmetria rispetto alla scelta di orientazione degli assi, gli autovalori sono gli stessi di L, ossia m = 0, £h. Gli
autostati hanno la forma

[¥) =a1]1,1) +ag|1,0) +a_y[1,-1)
01 0
h
s=— |10 1],
V2 01 0
0 — O
h
L,=— i 0 = ],
V2 0 2 O
1 0 0
L.=hA]1 0 0 O
0 0 -1
Gli autovettori di L, sono quindi
1 1 1 1 1
L), == v2 |,[1,0),=— 0o |,L,-n,==1-Vv2 ],
2\ 1 V2 \ g 1

mentre gli autovettori di L, sono

1 1 1 (! 1 !
Ly, =5( 2 |, 1L,0,=—=| 0 |, [1,-1),=5| —iv2
2\ 1 V21 2\ 4

Esercizio 6. Una particella di spin % si trova in una buca di potenziale infinita in uno stato per cui una misura di

energia fornisce con probabilita % il valore F; e con probabilita % il valore Fs.
1. Scrivere lo stato piu generale che soddisfi queste condizioni. Quanti parametri reali parametrizzano tale stato?
2. Qual é la probabilita di misurare spin 17
3. Qual ¢ il valor medio (S,)?

Sol:

1. Lo stato generale & ‘
_ V2[B1) [x1) + € |Bs) [x2)

|¥) 7 :

dove |x1,2) sono due stati di spin '
X5) = cos b [1) + €™ sinf; 1) .

Quindi

V2cos 0y |Er) 1) +V2e™1 sin by |Ey) L) + €' cos Oz | Ba) [1) + €(@+V2) sin 0y | Eo) |{)
7 .

) =



2. La probabilita di misurare 1 ¢&
2 cos? 01 + cos? 0

- 2
Pr =] I = =2

Ovviamente ) )
2sin 91 + sin 92

P =1-P= 3

3. Valor medio:

h2cos? 0 20y —2sin® 0y —sin®0 R 2cos20 20
(S.) = ([S.[y) = = cos” 0 4 cos® U2 sin” 0y —sin” 0y _ h2cos20; + cos 2

) 3 2 3



