Lezione 15/12/2023

Esercizio 1. Un atomo di idrogeno € posto in un potenziale
V:—g(ﬂ+2§) B

dove B ¢ un campo magnetico esterno che assumiamo diretto lungo z.

1. L’Hamiltoniana di perturbazione commuta con 'Hamitoniana dell’atomo di Idrogeno imperturbato?

2. Quale degenerazione ¢ rimossa dalla perturbazione?
Sol: I’Hamiltoniana totale &

Hy = H.n+Hy—g(L.+28S;)B5,
sappiamo che I’'Hamiltonian dell’oscillatore armonico ¢ funzione di L? e non dipende dallo spin per cui

[HHa LZ] = [HH) Sz] = 07

quindi
[Hpy, V] =0.
Il potenziale rimuove la degenerazione di spin e quella in L,. Le nuove energie sono
Ey

Epmo= ) ghB (m + 20).

Esercizio 2. Due particelle identiche (massa m) sono confinate su di un segmento di lunghezza L. Determinare lo stato
fondamentale ed il primo(i) eccitato(i) nel caso di: bosoni di spin zero e fermioni di spin 1. Aggiungiamo una interazione
del tipo
Vv (.Il — LEQ) = )\5 (171 — 132)
per bosoni di spin zero, e del tipo
A= =
% (I‘l - 1’2) = ﬁsl . 825 (’JJl — 502)

per fermioni di spin % Determinare la correzione al prim’ordine allo stato fondamentale. Nel secondo caso, L’'Hamilto-
niana complessiva commuta con lo spin totale S? e con la sua componente S, ?

Sol: Dati gli autostati di singola particella [¢,) e le relative energie ¢, = x2h? ’;2 = ¢n? costruiamo lo stato

g g g 2 L2m

fondamentale e il primo eccitato:

e Caso di due bosoni di spin zero. Stato fondamentale
[Wo) = [¥1) [¢1), Eo = 2e,
primo stato eccitato
1) [P2) + [¥2) [t
wy PO ) )

V2

e Caso di due fermioni di spin % Stato fondamentale

[Wo) = [¥1) [¢1) [xs),  Eo = 2e,

on I -
xs) = (el

primi stati eccitati Fq = Seq,

)y = (P ]v2) +1v2) |w21>> (M1 =)
w0y = (o) [ve) = [va) |¢21>) (M +0 1)
|\IJ(T2)> _ (11) [92) — [h2) [¥1)) [1) 1)

1 \/§ )
|\II(T3)) _ (11) [92) — [¥h2) [¥1)) [4) )
1 \/5 .




Aggiungendo 'interazione ai bosoni si ha

' 4 L L
E"™ = Ey+ )\ﬁ /0 dx /0 dry 6 (x1 — x5) sin® %xl sin? %xz =

4 L
= E() + /\ﬁ/o d.]?l sin4 %xl =

L

= E—i—)\i 1 /LdmsiHQWx—l—/decoszﬁx —1/desin227rx =
R PR R A L o L 1/, L

4 L
= FEy+ )\ﬁ/o dz sin? %x (1 — cos? ﬁx) =

2 1 [* L A

= EOJF/\ﬁ L4</0 dxsin22%x+/0 dxcos227£x> :EoJr;—L.
Per quanto riguarda i fermioni
i 4 L L 2 Vs 2 s — —
Eé’m‘/ = EO+)\—/ dl’l/ d$25($1 7%2) sin —1 sin —I9 <XS|SI SQ|X5'> —

L2 J, 0 L L
= F Q SQ _ SQ _ S2 _
- 0+4L <XS|( 1 2) Ixs) =

9\
= FEq — 7h2

°T 8L

Esercizio 3. Una particella di massa m ¢ confinata in un cubo di lato L (ossia 0 <2 <L, 0<y <L, 0<z< L)

1. Scrivere autostati ed autovalori dell’Hamiltoniano.

(el

Quale ¢ la costante di sviluppo adimensionale per la teoria perturbativa?

2. Aggiungendo il termine pertubativo

3. Determinare la correzione al primo ordine per ’energia dello stato fondamentale e del primo eccitato.

4. Stimare in base al calcolo precedente il valore della costante di sviluppo adimensionale per il quale I'energia dello
stato fondamentale uguaglia quella del primo eccitato e commentare il risultato ottenuto in termini della validita
della teoria delle perturbazioni.

Sol: A partire dagli autostati della buca infinita di potenziale in una dimensione, gli autostati del sistema si ottengono
come prodotto

|\I/nm,ny,nz> = |wn1> |7/}ny> |wnz>

(x|tn) = \/gsin %nm

K22
2mL? (

dove

Le energie corrispondenti sono

2 2 2
E"x’"yﬁnz - nm + ny =+ nz) .

LO Stato fOndamentale €
EO 1 1 1/ 0 2m [ 2

il primo eccitato é tre volte degenere

|Er1) = [¢1) [¥1) [12)
|En,2) = [¥1) [Yh2) [t1)
|En,3) = [2) [¥1) [1)



ed ha energia
- 61272
© 2mlL?’

Il potenziale perturbativo si pud esprimere in termini del parametro adimensionale

Ey

m
Lh?’

< LR? L L L .

La correzione all’energia dello stato fondamentale &

A=A

L 2
<1>_~8h2/ NS (= BN s (o= B i T Tysin? T — 35
E; _)\mLQ ; dxdydz 6 | x 3 oly 5 0|z 5 | sin” asin® Fysin LZ_)\mL2’

372\ R
Fy ~ (72T+8)\>

mL?’

La correzione al prim’ordine dell’energia del primo stato eccitato é nulla, in quanto nulla la matrice
(EvilVIEL;) -

In questa approssimazione, i due livelli si incrociano quando Ey = E; ossia

Esercizio 4. Una particella senza spin é confinata in un quadrato di lato L.

e Scrivere autovalori ed autofunzioni dell’energia nella rappresentazione della coordinata.

e [l momento angolare lungo la direzione perpendicolare al piano del quadrato é una quantita conservata?

Sol: L’Hamiltoniana &

2 2
-+
H= pTTrIJI)?J_A'_V(x?y’z)’
con
0 O<z<L,0<y<lL
V =4(z) { v y=r,
oo altrove
Autovalori -
hem 9 9
Ne Ny — 2mL2 (nﬂ? +ny) ’
autovettori

2 .o LT
Yy, (T,Y) = 7 sin anx sin Znyy

L’energia cinetica commuta con L, tuttavia il potenziale, dipendendo da ¢ non commuta con L, per cui il momento
angolare non é una quantita conservata.

Esercizio 5. Un sistema di spin 1/2 si trova inizialmente con lo spin allineato lungo la direzione positiva dell’asse z.

Viene effettuata una misura dello spin nella direzione @ formante un angolo § = % con l'asse z. Successivamente si

misura di nuovo la componente z. Con quali probabilita si osserveranno i valori :l:%?



Sol: Il sistema si trova inizialmente nell’autostato |1) di S, . Quindi si misura 'osservabile
—ifs 28 . h
Sy =e 'rPvS,e'n®Y = cosfS, +sinfS, = 1 (oz + \/goz) ,

1 cui autostati sono

" 6 4
|+0> _ e—’LESy ’l\> = cos 5 |T> + sin 5 |\L>

|—g) = e~ Sy 14y = cosg 1) — sing DE

Misurando Sy si ottiene % con probabilita

e f% con probabilita

Alla fine, misurando S, si ottiene % con probabilita

0 .40
p(1) = p(t|+e)p(+e) +p(1|—0)p(—0) = cos* 3 + sin* 3=
= cos? g (1 — sin? g) + sin? g (1 — cos? Z) =1 —sin? 6 = cos? 0,
e f% con probabilita

p(l) = sin? 6.



